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ABSTRACT
A d e s i g n  f o r  t i m e  o p t i m a l  t h i r d  o r d e r  b a n g  b a n g  
c o n t r o l  s y s t e m s  i s  p r o p o s e d .  I t  i s  known t h a t  a t i m e  
o p t i m u m  p e r f o r m a n c e  c a n  be o b t a i n e d  by p r o p e r l y  t i m i n g  t h e  
r e l a y  o p e r a t i o n s :  t wo s w i t c h i n g s  b e i n g  r e q u i r e d  f o r  
o p t i m a l  r e s p o n s e  o f  t h i r d  o r d e r  s y s t e m s .  By o b s e r v i n g  
t h e  mo v e me n t  o f  t h e  s t a t e  p o i n t  i n  t wo d i m e n s i o n a l  p r o j e c t i o n s  
o f  p h a s e  s p a c e ,  i t  i s  s hown  t h a t  o p t i m a l  p e r f o r m a n c e  c a n  be 
a c h i e v e d  i f  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  i s  d e l a y e d  a f t e r  t h e  s t a t e  
p o i n t  h a s  c r o s s e d  t h e  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  i n  b o t h  p l a n e s .
The  c o o r d i n a t e  a x i s  a n d  t h e  o p t i m u m  b o u n d a r y  d i v i d e  t h e  p h a s e  
s p a c e  i n t o  s e c t i o n s  d e s c r i b e d  by l o g i c  v a r i a b l e s ,  f r o m w h i c h  
c o n t r o l l e r s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  a t h i r d  o r d e r  s y s t e m  w i t h  
t wo i n t e g r a t o r s  a n d  o n e  t i m e  c o n s t a n t ,  and  a l s o  f o r  a 
s y s t e m  w i t h  o n e  i n t e g r a t o r  a n d  t wo t i m e  c o n s t a n t s .
The  d e s i g n s  o f  a d e l a y  c i r c u i t  a n d  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  
a r e  a l s o  p r e s e n t e d .  The  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  d e t e r m i n e s  t h e  
p r o j e c t i o n s  o f  t h e  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s , w h i l e  t h e  d e l a y  
c i r c u i t  d e l a y s  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  o p e r a t i o n .
I n  t h e  s e c o n d  p h a s e  o f  t h i s  w o r k ,  t h e  o p t i m a l  s t r a t e g y  
d e v e l o p e d  e a r l i e r  i s  s i m u l a t e d  on a d i g i t a l  c o m p u t e r  as a
c o n t r o l l e r .  P r o j e c t i o n s  o f  o p t i m a l  c u r v e s  a r e  o b t a i n e d
by s t o r i n g  s e c t i o n s  o f  a c t u a l  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  
f o r m  o f  t a b l e s  i n  t h e  c o m p u t e r  me mo r y .  ■ O p t i m a l  s w i t c h i n g  
i n s t a n t s  a r e  d e t e r m i n e d  by s h i f t i n g  a nd  c o m p a r i n g  t h e  s t o r e d  
t r a j e c t o r y  w i t h  t h e  a c t u a l  t r a j e c t o r y .  Due t o  t h e  i n -
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s e n s i t i v i t y  o f  t h e  r e q u i r e d  m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  
s y s t e m  p a r a m e t e r s  o v e r  a w o r k a b l e  r a n g e ,  a nd  t h a t  t h e  
s w i t c h i n g  c u r v e s  a r e  o b t a i n e d  by c o n s t a n t l y  s t o r i n g  a n d  
u p d a t i n g  t h e  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s ,  t h e  c o n t r o l  r e m a i n s  
p r a c t i c a l l y  o p t i m u m  e v e n  whe n  t h e r e  i s  a c h a n g e  i n  p a r a m e t e r s .  
The  p r o p o s e d  m e t h o d  n e e d s  o n l y  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  e r r o r  i n  t h e  
s y s t e m ,  d e r i v a t i v e s  o f  e r r o r  a r e  f o r m e d  by u s i n g  t h e  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n s ,  a t e c h n i q u e  i d e a l l y  s u i t e d  f o r  d i g i t a l  f o r m u l a t i o n  
o f  s t a t e  v a r i a b l e s .  T h u s  a n y  d i r e c t  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  e r r o r  a r e  a v o i d e d .  D i g i t a l  s i m u l a t i o n  r e ­
s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  t o  e s t a b l i s h  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e  
c o n t r o l  s t r a t e g y .
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CHAPTER I 
INTRODUCTION
The t i m e  o p t i m u m  p e r f o r m a n c e  o f  a c o n t r o l  s y s t e m  i s  
o b t a i n e d  when t h e  s y s t e m  o p e r a t e s  i n  t h e  mi n i mu m t i m e  mo d e ,  
t h e  d r i v i n g  f o r c e  a p p l i e d  i s  t h e  ma xi mum a n d  t h e  a l g e b r a i c  
s i g n  o f  t h e  d r i v i n g  f o r c e  i s  p r o p e r l y  c o n t r o l l e d .  F o r  
i d e a l  p e r f o r m a n c e  i n  w h i c h  t h e  p o s i t i o n  e r r o r  i s  r e d u c e d  
t o  z e r o  w i t h  no o v e r s h o o t  i n  mi n i mu m t i m e , a b a n g  b a n g  o r  a 
r e l a y  c o n t r o l l e d  s y s t e m  i s  t h e  b e s t  c h o i c e .  The  o p t i m u m  
r e s p o n s e  i s  a c h i e v e d  whe n  t h e  r e l a y  s y s t e m s  a r e  u s e d  i n  
c o n j u n c t i o n  w i t h  p r o p e r l y  s e l e c t e d  n o n - l i n e a r  n e t w o r k s  
c a l l e d  t h e  c o n t r o l l e r s .  Maxi mum p l a n t  d r i v i n g  f o r c e  m u s t  
be  u s e d  a t  a l l  t i m e s  e x c e p t  when t h e  e r r o r  i s  z e r o .  S u c h  
a p e r f o r m a n c e  i s  p o s s i b l e  w i t h  r e l a y s  t h a t  h a v e  no d e a d  
z o n e ,  b u t  do h a v e  a n e u t r a l  p o s i t i o n  s o  t h a t  t h e  c o n t a c t  i s  
o p e n  when no s i g n a l  i s  a p p l i e d  t o  t h e  r e l a y .  P o s i t i v e  f o r c e  
i s  u s e d  t o  a c c e l e r a t e  t h e  o u t p u t ,  b u t  i n  o r d e r  t o  p r e v e n t  
o v e r s h o o t  n e g a t i v e  f o r c e  i s  u s e d  t o  d e c e l e r a t e  t h e  o u t p u t .  
Th u s  a c o n t r o l  i n t e l l i g e n c e  o f  s ome t y p e  i s  r e q u i r e d  t o  
r e v e r s e  t h e  r e l a y  b e f o r e  t h e  e r r o r  r e a c h e s  z e r o .  The  c o n t r o l  
e l e m e n t s  d e t e r m i n e  o n l y  t h e  i n s t a n t s  o f  t i m e  a t  w h i c h  t h e  
r e l a y  s w i t c h e s ,  o t h e r w i s e  t h e  s y s t e m  i s  l e f t  a l o n e  t o  f o l l o w  
i t s  own e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  w i t h o u t  b e i n g  a f f e c t e d  by t h e  
e r r o r  a n d  i t s  d e r i v a t i v e s .  V a r i o u s  s w i t c h i n g  c r i t e r i o n s  
h a v e  b e e n  e s t a b l i s h e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  f o r  s w i t c h i n g  o f  
r e l a y s  a n d  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
1
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1 .1 SURVEY OF LITERATURE
The  e a r l i e r  s t u d i e s  o f  c o n t a c t o r  s e r v o  m e c h a n i s m s
w e r e  m a i n l y  c e n t e r e d  on m e t h o d s  o f  i m p r o v i n g  s y s t e m
s t a b i l i t y .  I n  1 9 5 0  Mc Do n a l d  ^  s u g g e s t e d  t h e  a p p l i c a t i o n
o f  p h a s e  p l a n e  a n a l y s i s  t o  o p t i m i z e  p e r f o r m a n c e .  He s h o we d
t h a t  f o r  a s e c o n d  o r d e r  s y s t e m  t h e  s w i t c h i n g  c r i t e r i o n  c o u l d
be e x p r e s s e d  a s  a non  l i n e a r  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  e r r o r
a n d  t h e  e r r o r  r a t e .  Op t i mu m s w i t c h i n g  b o u n d a r y  was  
r e p r e s e n t e d  a s  a t r a j e c t o r y  on t h e  p h a s e  p l a n e .  A s i m i l a r
i d e a  was  a l s o  c o n t a i n e d  i n  a p a p e r  s u b m i t t e d  by H o p k i n ^ )
i n  1 9 5 1 .  He a s s u m e d  t h e  f o r c e  a p p l i e d  t o  t h e  l o a d  t o  be
s a t u r a t e d  a n d  t h e  r e s u l t a n t  e r r o r  s i g n a l  i n c l u d e d  an
i n t e n t i o n a l l y  non  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  o u t p u t  v e l o c i t y .
S i m i l a r  i d e a s  w e r e  d i s c u s s e d  by U t t l e y  a nd  H a m m o n d ^ ) .
L a t e r ,  i n  1 9 53  , N e i s w a n d e r  a n d  M c N e a l ^ )  e x t e n d e d  H o p k i n s
p r o p o s a l  t o  c o m p l e x  s e c o n d  o r d e r  s y s t e m s  by c o n s i d e r i n g
o u t p u t  v e l o c i t y  a s  t h e  i n d e p e n d a n t  v a r i a b l e  w i t h  c o n s e q u e n t
o p t i m i z a t i o n  by non l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  r a t e  f e e d b a c k .
I n  1 9 5 4  B o g n o r  a n d  K a z d a ( ^ )  e x t e n d e d  t h e  p h a s e  p l a n e  
c r i t e r i a  f o r  s e c o n d  o r d e r  c o n t a c t o r  s e r v o s  t o  a p h a s e  s p a c e  
c r i t e r i a  f o r  h i g h e r  o r d e r  c o n t a c t o r  s e r v o s .  The  s y s t e m  e r r o r  
a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  f o r m e d  t h e  p r i n c i p a l  c o o r d i n a t e  p h a s e  
s p a c e  a n d  wer-e r e d u c e d  t o  z e r o  i n  mi n i mu m t i m e .  S t a r t i n g  
a t  a n y  p o i n t  i n  p h a s e  s p a c e  c o o r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s ,  t h e  r e p r e s e n t a t i v e  p o i n t  move d  i n  a s e r i e s  o f  
d i s c o n t i n u o u s  t r a j e c t o r i e s ,  d e t e r m i n e d  by t h e  s i g n  o f  t h e  
c o n t r o l l e d  v a r i a b l e ,  e v e n t u a l l y  r e a c h i n g  t h e  o r i g i n .  The
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a n a l y s i s  p r e s u p p o s e d  a d i s c o n t i n u o u s  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  f i x e d  
i n  m a g n i t u d e  a n d  r e v e r s i b l e  i n  s i g n ,  s u p p l i e d  t o  a d y n a m i c  
l i n e a r  s y s t e m .  The  c o n t r o l ,  t h o u g h  non  l i n e a r  i n  a g e n e r a l  
s e n s e  c a n  be mo r e  p r e c i s e l y  d e s c r i b e d  a s  p i e c e  w i s e  l i n e a r .  
The  s e q u e n c e  o f  s i g n  r e v e r s a l s  r e p r e s e n t e d  t h e  s w i t c h i n g  
c r i t e r i o n ,  t h e  n u m b e r  o f  s i g n  r e v e r s a l s  b e i n g  o n e  l e s s  t h a n  
t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m  f o r  o p t i m u m  p e r f o r m a n c e .  B o g n o r  
a n d  K a z d a ' s  s w i t c h i n g  c r i t e r i o n  was  b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n  
t h a t  t h e  e r r o r  a n d  i t s  ( n - 1 ) o r d e r  d e r i v a t i v e s  r e m a i n  
c o n t i n u o u s  t h r o u g h  t h e  s w i t c h i n g  t r a n s i e n t .  T h i s  a s s u m p t i o n  
h o l d s  i f  u n i n t e r r u p t e d  c i r c u i t s  a r e  a v a i l a b l e  d u r i n g  
s w i t c h i n g .  I n  1 955  C h a n g ^  s u g g e s t e d  t h e  m e t h o d  o f  o p e n  
c i r c u i t  s w i t c h i n g  i . e .  k e e p i n g  t h e  c o n t a c t o r  o p e n  d u r i n g  
s w i t c h i n g  t r a n s i e n t .  B e c a u s e  o f  t h e  l a r g e  m o m e n t a r y  c o u n t e r  
v o l t a g e  a t  t h e  i n s t a n t  o f  o p e n  c i r c u i t  s w i t c h i n g ,  t h e  v a l u e  
o f  h i g h e r  o r d e r  d e r i v a t i v e s  d r o p s  t o  z e r o  i n  n e g l i g i b l e  t i m e .  
T h i s  r e q u i r e d  r e m o v a l  o f  s t o r e d  e n e r g y  a t  t h e  s w i t c h i n g  
b o u n d a r y  by u s i n g  s h o r t i n g  c a p a c i t o r s  a n d  i n d u c t o r s  when 
t h e  r e l a y  r e v e r s e d .  T h i s  m e t h o d  i m p r o v e d  t h e  o v e r a l l  
r e s p o n s e  a nd  t h e  c o m p u t e r  w h i c h  f o r m e d  t h e  c o u n t e r  p a r t  o f  
t h e  c o n t r o l l e r  was  c o n s i d e r a b l y  s i m p l i f i e d .
The  c o n c e p t  o f  p h a s e  s p a c e  t e c h n i q u e s  a s  a p p l i e d  t o  t h e  
d e s i g n  o f  h i g h e r  o r d e r  o p t i m a l  s e r v o  s y s t e m s  was  f u r t h e r  
e x t e n d e d  by Kuba a n d  Ka z d a  anc | H o p k i n  a n d  I w a m a ^ 9 ^.
As b e f o r e ,  non  l i n e a r  c i r c u i t s  w e r e  i n t e n t i o n a l l y  i n t r o d u c e d  
i n t o  t h e  s e r v o  s y s t e m  t o  o b t a i n  o p t i m u m  p e r f o r m a n c e .  B e c a u s e  
o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  s w i t c h i n g  c r i t e r i a  f o r  mi n i mu m
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r e s p o n s e  t i m e ,  t h e  c o n t r o l  c i r c u i t o r y  n e e d e d  t o  a c c o m p l i s h
t h e  s w i t c h i n g  p r o g r a m  r e a c h e s  v a s t  p r o p o r t i o n s  f o r  h i g h e r
o r d e r  s y s t e m s .  Kuba a n d  Ka z d a  p r o p o s e d  a m e t h o d  w h i c h
d e t e r m i n e d  p r e c i s e l y  t h e  q u a n t i t a t i v e  n a t u r e  o f  t h e  non
l i n e a r i t y  t o  be i n s e r t e d  i n  t h e  c o n t r o l  s y s t e m  s o t h a t  i t s
r e s p o n s e  w o u l d  a p p r o a c h  a s  c l o s e l y  a s  d e s i r e d  t o  t h e  r e s p o n s e
o f  t h e  o p t i m u m  c o n t a c t o r  s e r v o  o f  t h e  s a me  o r d e r .  S i n c e
t h e  m e t h o d  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  p h a s e  s p a c e  t r a j e c t o r i e s
f r o m  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n s  f o r  E,  E a n d  E i s  e x c e e d i n g l y
t e d i o u s ,  H o p k i n  a n d  I wama o b t a i n e d  t h e  s w i t c h i n g  i n s t a n t s
( i n t e r s e c t i o n  b e t w e e n  c r i t i c a l  b o u n d a r i e s  a n d  t h e  s y s t e m
t r a j e c t o r i e s )  by t h e  t e c h n i q u e  o f  r e v e r s i n g  t i m e  a x i s  by
t h e  u s e  o f a n  a n a l o g  c o m p u t e r .  T h i s  i m p l i e d  w r i t i n g  t h e
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  by r e p l a c i n g  t  w i t h  - t  a n d  u s i n g  t h e
i n i t i a l  c o n d i t i o n  a s  t h e  f i n a l  s t e a d y  s t a t e ,  E = E = E = 0 .  
T h i s  wo r k  was  l a t e r  e x t e n d e d  t o  r a n d o m i n p u t s ^ ® ) .
I n  p r a c t i c a l  s y s t e m s  t h e  p r o b l e m  u n d e r l y i n g  o p t i m i z a t i o n  
o f  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s  i s  l a c k  o f  p r o p e r  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s  
t o  s i m u l a t e  t h e  s w i t c h i n g  b o u n d a r i e s .  Do l l  a n d  S t o u t ^ ^  
d e s c r i b e  t h e  g e n e r a t i o n  o f  t h e  s w i t c h i n g  c u r v e s  f o r  a 
p a r t i c u l a r  t h i r d  o r d e r  s y s t e m .  T h e y  u s e d  an e l e c t r o  o p t i c a l  
t wo  v a r i a b l e  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  f o r  u s e  i n  an a n a l o g  c o m p u t e r  
i n v e s t i g a t i o n .  I n  1 9 6 1 ,  G a r r e t ( ^ )  p r o p o s e d  a s c h e me  f o r  
a t h i r d  o r d e r  s y s t e m  u s i n g  p o s i t i v e - n e g a t i v e  f e e d b a c k .  The  
c o n t r o l  s y s t e m  o p e r a t e d  i n  p o s i t i v e  f e e d b a c k  f o r  t h e  f i r s t  
p a r t  o f  t h e  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  p e r i o d  a nd  t h e n  s w i t c h e d  
i n t o  n e g a t i v e  f e e d b a c k  f o r  t h e  l a t e r  p a r t  o f  t h e  r e s p o n s e .
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5The  o p t i m u m  s w i t c h i n g  c o n d i t i o n  f o r  s t e p  i n p u t s  was  a
l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  p o s i t i o n  e r r o r  a n d  i t s  f i r s t  a nd
s e c o n d  t i m e  d e r i v a t i v e .  F l u g g e  L o t z ^ ^  p r e s e n t e d
a n a l y t i c a l  s t u d i e s  a n d  a n a l o g  s i m u l a t i o n  o f  t h i r d  o r d e r
c o n t a c t o r  s e r v o s  b a s e d  on g e n e r a l i z e d  l i n e a r  s w i t c h i n g
f u n c t i o n s .  A s t i l l  mo r e  g e n e r a l i z e d  a n a l y t i c a l  a p p r o a c h
( 1 4 )
was  p u b l i s h e d  i n  1964  by  C h o u d h a r y  a n d  C h o u d h a r y
S e v e r a l  o t h e r  s c h e m e s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  d u r i n g  t h e  
p a s t  d e c a d e  f o r  o p t i m i z a t i o n  o f  r e l a y  c o n t r o l l e r s .  H o w e v e r ,  
t h e i r  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s  a r e  l i m i t e d  t o  s e c o n d  o r d e r  
s y s t e m s .  M i t s u m a k i ^ ^  g a v e  a new m e t h o d  w h i c h  r e p l a c e d  
t h e  s w i t c h i n g  c u r v e  w i t h  a s w i t c h i n g  l i n e  a n d  n e a r l y  
o p t i m u m  r e s p o n s e  c o u l d  be  o b t a i n e d  by a p p l y i n g  a s i m p l y  
c a l c u l a t e d  c o r r e c t i v e  a c t i o n .  Br own t r i e d  t o  i m p o s e
s e l f  o p t i m i z a t i o n  by a d o p t i n g  a p r e - d e f i n e d  s w i t c h i n g  
f u n c t i o n .  M i l l s ^ ^  p r o p o s e d  a s y s t e m  w h i c h  u s e d  a l i n e a r  
n e t w o r k  i n  t h e  f o r w a r d  p a t h .  T h i s  s y s t e m t h o u g h  s i m p l e r  
i n  c o n s t r u c t i o n ,  g a v e  a p o o r  r e s p o n s e .  P a n d y a  ^  ^  d e s i g n e d  
a b a n g  b a n g  c o n t r o l l e r  u s i n g  a t h r e e  p h a s e  i n d u c t i o n  m o t o r .
U n t i l  r e c e n t l y  m o s t  o f  t h e  s t u d i e s  c o n c e r n i n g  t h e  r e l a y  
c o n t r o l l e r s  w e r e  a n a l y t i c  i n  n a t u r e  w i t h  s y s t e m  s i m u l a t i o n  
on a n a l o g  c o m p u t e r s .  T h i s  p u t  a r e s t r i c t i o n  on t h e  s y s t e m  
t o  h a v e  f i x e d *  p a r a m e t e r s ,  a s  f o r  a n y  v a r i a t i o n  i n  p a r a m e t e r s  
new o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  had  t o  be  c a l c u l a t e d  r e q u i r i n g  
m o d i f i c a t i o n  i n  t h e  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s .  Wi t h  t h e  r a p i d  
g r o w t h  o f  d i g i t a l  c o m p u t e r  a p p l i c a t i o n s ,  s ome  a u t h o r s  h a v e  
t r i e d  i n t r o d u c i n g  d i g i t a l  c o m p u t e r s  o r  l o g i c  c i r c u i t s  a s  a
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p a r t  o f  t h e  c o n t r o l l e r .  S m i t h  E l g e r d  a n d  S c h e i b e r ^ 2 3 )
h a v e  d e v e l o p e d  l o g i c  c i r c u i t  c o n t r o l l e r s  f o r  s e c o n d  o r d e r
s y s t e m s  u s i n g  s w i t c h i n g  c i r c u i t s .  I n o r d e r  t o  c o n s i d e r  t h e
e f f e c t  o f  c h a n g e  i n  s y s t e m  p a r a m e t e r s ,  s ome a u t h o r s  h a v e
u s e d  d i g i t a l  c o m p u t e r  c o n t r o l l e r s .  H o w e v e r ,  t h e  u s e  o f
d i g i t a l  c o m p u t e r s  h a s  b e e n  r e s t r i c t e d  t o  o f f  l i n e  c o m p u t a t i o n
o f  p r e  c a l c u l a t e d  t r a j e c t o r i e s  o r  t o  u s i n g  i t e r a t i v e
t e c h n i q u e s  t o  f i n d  t h e  s w i t c h  p o i n t s ( 2 1 ) .  S u t t o n  a nd  
( 221T o m l i n s o n ^  s i m u l a t e d  a War d L e o n a r d  s y s t e m  a s  a s e c o n d  
o r d e r  c o n t r o l  s y s t e m  on an a n a l o g  c o m p u t e r  w h i l e  t h e  c o n t r o l  
wa s  e f f e c t e d  by a d i g i t a l  c o m p u t e r .  L e e ^ 2 3  ^ s y n t h e s i z e d  
t i m e  o p t i m a l  a d a p t i v e  c o n t r o l  by c o m b i n i n g  o f f  l i n e  
m e m o r i z a t i o n  w i t h  s i m p l e  on l i n e  c a l c u l a t i o n s  t o  d e t e r m i n e  
t h e  c o n t r o l  s i g n a l .  The  ' a p p r o x i m a t i o n  was  o b t a i n e d  by 
l i n e a r i z i n g  t h e  p r o j e c t i o n  o f  t h e  a d a p t i v e  . s w i t c h i n g  
h y p e r  s u r f a c e  i n  a s u b s p a c e ,  a n d  f i n a l l y  s t o r i n g  t h e
p a r a m e t e r s  o f  t h e  h y p e r  p l a n e s  i n  me mo r y .  The  on l i n e
/
c a l c u l a t i o n s  c o r r e s p o n d e d  t o  a f u n c t i o n  g e n e r a t o r  c o n s i s t i n g  
o f  t h e  me mor y  c o n t a i n i n g  t h e  p a r a m e t e r s  a nd  a l i n e a r  
i n t e r p o l a t o r .  A t h r e s h o l d  l o g i c  d e v i c e  was  t r a i n e d  t o  
o b t a i n  t h e  d e s i r e d  c o n t r o l  s i g n a l .  The  h y b r i d  s c h e me  
o f  o f f - l i n e  m e m o r i z a t i o n  a n d  o n - l i n e  c a l c u l a t i o n  wa s  b a s e d  
on t h e  c o n c e p t  o f  s w i t c h i n g  h y p e r  s u r f a c e .  The  g e n e r a t i o n  
o f  t h e s e  s u r f a c e s  i s  by no me a n s  s i m p l e  e v e n  f o r  a t h i r d  
o r d e r  s y s t e m .  P e a r s o n ( ^ 4 )  p r e s e n t e d  an  a l g o r i t h m '  a n d  
s i m u l a t i o n  s t u d i e s  f o r  a d a p t i v e  c o n t r o l  o f  l i n e a r  s y s t e m s .
He u s e d  a m o d i f i e d  g r a d i e n t  p r o c e d u r e  f o r  a d j u s t i n g  t h e
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p a r a m e t e r s  w i t h o u t  t h e  k n o w l e d g e  o f  t h e  p l a n t  d y n a m i c s .
1 . 2  SCOPE OF PRESENT WORK
In g e n e r a l  a n u mb e r  o f  a u t h o r s  h a v e  p r e s e n t e d  
a n a l y s i s  o f  o p t i m u m  c o n t r o l  f o r  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s .  As 
s u c h ,  a n u mb e r  o f  r i g o r o u s  m a t h e m a t i c a l  t h e o r i e s  b a s e d  on 
t h e  v a r i a t i o n a l  c a l c u l u s  a p p r o a c h  l e a d i n g  t o  P o n t r y a g i n ' s  
ma xi mum p r i n c i p l e  a n d  B e l l m a n ' s  d y n a m i c  p r o g r a m m i n g  a r e  
now a v a i l a b l e .  T h e s e  c a n  be  a p p l i e d  t o  n t h  o r d e r  s y s t e m s  
r e s u l t i n g  i n  n - d i m e n s i o n a l  s w i t c h i n g  h y p e r  s u r f a c e s  a n d  
c u r v e s .  H o w e v e r ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  a p p l y  t h e s e  t o  f i n d  
s w i t c h i n g  i n s t a n t s  e v e n  f o r  t h i r d  o r d e r  s y s t e m s  a s  t h e  
c o m p l e x i t y  o f  c o m p u t a t i o n  i n c r e a s e s  w i t h  t h e  o r d e r  o f  t h e  
s y s t e m .  F o r  t h i r d  o r d e r  s y s t e m s  t h e  l o c a t i o n s  o f  t o r q u e  
r e v e r s a l ,  w h i c h  a r e  l i n e s  i n  t h e  p h a s e  p l a n e  f o r  s e c o n d  
o r d e r  s y s t e m s ,  b e c o me  s u r f a c e s  i n  t h r e e  d i m e n s i o n a l  s p a c e .
In c a s e  o f  s t i l l  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s  t h e s e  t o r q u e  r e v e r s a l  
s u r f a c e s  a r e  d i f f i c u l t  t o  v i s u a l i z e .  A l s o  t h e  g e n e r a t i o n  o f  
t h e s e  s u r f a c e s  i s  no e a s y  p r o b l e m .  M o r e o v e r  t h e  s u r f a c e s  
c a n n o t  a l w a y s  be o b t a i n e d  i n  an e x p l i c i t  f o r m ,  w i t h  t h e  
r e s u l t  t h a t  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  u n i q u e  s w i t c h i n g  
i n s t a n t s .  B e c a u s e  o f  t h e  d i f f i c u l t y  a n d  e x p e n s e  o f  
g e n e r a t i n g  o p t i m u m  r e v e r s a l  c u r v e s  a nd  b e c a u s e  o f  t h e  
u n c e r t a i n t y  o f  m a i n t a i n i n g  o p t i m u m  p e r f o r m a n c e  i n  t h e  f a c e  
o f  n o i s e  a n d  o t h e r  i n p u t s  o f  a r b i t r a r y  f o r m ,  t h e  p r a c t i c a l  
a p p l i c a t i o n s  o f  o p t i m u m  r e l a y  c o n t r o l  t h e o r y  h a v e  b e e n  
s e v e r e l y  l i m i t e d .
In v i e w  o f  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  t h e  s t u d y  o f  c o n t a c t o r
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
8s e r v o  m e c h a n i s m s  i s  an i n t e r e s t i n g  f i e l d  a nd  t h e  p r o b l e m  
o f  d e v e l o p i n g  s i m p l e  a n d  c h e a p  c o n t r o l l e r s  f o r  t h i r d  o r d e r  
s y s t e m s  i s  w o r t h  c o n s i d e r i n g .  I t  was  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  
i n v e s t i g a t i o n  t o  d e v e l o p  a s i m p l e  l o g i c a l  d e s i g n  o f  o p t i mu m 
b a n g  b a n g  c o n t r o l l e r s  f o r  t h i r d  o r d e r  s y s t e m s .  I n  t h i s  wo r k  
p h a s e  s p a c e  a n a l y s i s  i s  u s e d  t o  d e s i g n  t h e  c o n t r o l l e r .
S i n c e  t h e r e  a r e  o n l y  t wo f o r c i n g  f u n c t i o n s  +F a n d  - F ,  e v e r y  
p o i n t  i n  t h e  p h a s e  s p a c e  h a s  o n l y  t wo t r a j e c t o r i e s  p a s s i n g  
t h r o u g h  i t ,  t h e  s w i t c h i n g  b o u n d a r y  d i v i d e s  t h e  p h a s e  s p a c e  
i n t o  t h e s e  t wo r e g i o n s  a n d  t h e  p o s i t i o n  o f  a n y  s t a t e  p o i n t  
c a n  t h u s  be  d e t e r m i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e s e  r e g i o n s .  The
f u n c t i o n  g e n e r a t o r  s i m u l a t e s  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  
o p t i m a l  s w i t c h i n g  b o u n d a r y .  T r u t h  t a b l e s  a r e  d e v e l o p e d  
d e f i n i n g  l o c a t i o n s  o f  e a c h  s t a t e  p o i n t  i n  t e r m s  o f  t h e  t h r e e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p h a s e  s p a c e  a n d  t h e  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  
v a r i a b l e .  B a s e d  on t h e s e  v a l u e s ,  a l o g i c  c i r c u i t  c o n t r o l l e r  
i s  d e s i g n e d  w h i c h  g i v e s  comma nds  t o  t h e  r e l a y  d e p e n d i n g  on 
t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s t a t e  p o i n t .  A d e l a y  c i r c u i t  i s  u s e d  
t o  d e l a y  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  i n t e r v a l  t o  a c h i e v e  t h e  
mi n i mum t i m e  r e s p o n s e .
Due t o  t h e  n a t u r e  o f  t h e  m e t h o d  u s e d  i t  was  c o n s i d e r e d  
w o r t h w h i l e  t o  e x a m i n e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  m a k i n g  t h e  s y s t e m  
a d a p t i v e  by s t o r i n g  t h e  s y s t e m  o p t i mu m t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  
me mor y  o f  a d i g i t a l  c o m p u t e r .  I f  t h i s  i s  d o n e ,  t h e n  o n l y  
t h e  m e a s u r e m e n t  o f  e r r o r  i s  n e c e s s a r y  a s  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  
e r r o r  may be f o r m e d  by u s i n g  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  H a v i n g  
o b t a i n e d  t h e  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  g e n e r a t e d  f r o m  t h e  a c t u a l
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C H A P T E R  I I
DEVELOPMENT OF LOGIC CONTROLLER:
S y s t e m  w i t h  Two I n t e g r a t o r s  a n d  One Ti me C o n s t a n t
A c o n v e n t i o n a l  r e l a y  c o n t r o l  s y s t e m  c a n  be  r e p r e s e n t e d  
i n  t h e  f o r m  o f  a b l o c k  d i a g r a m  a s  s hown i n  f i g u r e  2 . 1 .  The
r e l a y  i s  a s s u m e d  t o  be an i d e a l  o n e ,  w i t h  no d e a d  z o n e ,  
h y s t e r i s i s  o r  d e l a y  t i m e .  W i t h o u t  t h e  c o n t r o l l e r ,  t h i s  
w i l l  c a u s e  a p o s i t i v e  d r i v i n g  f o r c e  o r  a c c e l e r a t i n g  t o r q u e  
t o  be  a p p l i e d  t o  t h e  s y s t e m ,  a n d  a n e g a t i v e  e r r o r  w i l l  
r e s u l t  i n  a n e g a t i v e  d r i v i n g  f o r c e .  Z e r o  e r r o r  w i l l  
c o m p l e t e l y  r e mo v e  f o r c e  f r o m  t h e  s y s t e m .  F o r  o p t i m u m  
r e s p o n s e ,  s i n c e  e r r o r  a n d  a l l  o f  i t s  d e r i v a t i v e s  a r e  t o  be 
s i m u l t a n e o u s l y  r e d u c e d  t o  z e r o ,  i t  i s  r e q u i r e d  t o  c o n s i d e r  
t h e  e f f e c t  o f  e r r o r  a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  i n  d e t e r m i n i n g  
t h e  a l g e b r a i c  s i g n  o f  t h e  d r i v i n g  f o r c e .  T h i s  s e t s  a 
c o n d i t i o n  on t h e  s y s t e m  t h a t  t h e  o u t p u t  r e s p o n s e  d e p e n d s  
on t h e  f o r w a r d  o r  r e v e r s e  t o r q u e  a p p l i e d .
2 . 1  PHASE SPACE ANALYSIS
For  a t h i r d  o r d e r  s y s t e m  d e s c r i b e d  by t h e  t r a n s f e r  
f u n c t i o n
G ( s ) = K ( 2 . 1 )
S 2 ( s + 1 )
t h e  n o r m a l i z e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  c a n  be w r i t t e n  a s :  
d 3E , d 2 E
—  + ------  = ± F ( 2 . 2 )
d t 3 d t 2
10
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R e p l a c i n g  t h e  d r i v i n g  f o r c e  by 6 , w h e r e
<5 = +l  f o r  F <o
6 = -1 f o r  F >0
( 2 . 3 )
I f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  a r e  d e f i n e d  a s
E = XI 
E = X2 
E = X 3
The  v e c t o r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s y s t e m  b e c o me
XI ( t ) 0 1 0 XI ( t ) 0
X2 ( t ) = 0 0 1 X2 ( t ) + 0
X3 ( t ) 0 0 - 1 X3 ( t ) 1
( 2 . 4 )
( 2 . 5 )
( 2 . 6 )
( 2 . 7 )
S i n c e  t wo o f  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  e q u a l ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
m a t r i x  i s  o f  t h e  f o r m
1 0 1 1 0 1
P = Xi 1 CO 
CM
= 0 1 -1
A 2 
_  1
2 X 1 X 3 0 0 1
( 2 . 8 )
Whe r e  A1= a 2 = 0 ,  a 3 = -1 a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  s y s t e m .
The  t r a n s f o r m e d  c o o r d i n a t e s  a r e  g i v e n  by 
Y -  P _ 1 X
Y1 0 1 0 Y1 -1
Y 2 = 0 0 0 Y 2 + 1 6 ( 2 . 9 )
Y 3 0 0 -1 Y 3 1
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The  e q u a t i o n  ( 2 . 9 )  may be  w r i t t e n  a s  
d Y1
  = Y2-  6 ( 2 . 1 0 )
d t
dY2
d t
d Y 3
( 2 . 1 1 )
-Y3 + 6 ( 2 . 1 2 )d t
Fr om t h e  e q u a t i o n s  ( 2 . 1 0 )  a n d  ( 2 . 1 1 ) ,  a f t e r  e l i m i n a t i n g  t h e  
v a r i a b l e  t ,  we g e t
dY1 dY2
Y2- S 6
S i n c e  6 = ±1 ( i t  c a n  be t r a n s f e r r e d  t o  t h e  n u m e r a t o r )  a n d  
t h e  a b o v e  e q u a t i o n  c a n  be  w r i t t e n  a s  
d Y1 = 6 (Y2 - 6 ) dY2
I n t e g r a t i n g  b o t h  s i d e s
2Y1 - 6 ( Y2- 6 ) 2 = Cl ( 2 . 1 3 )
Fr om t h e  e q u a t i o n s  ( 2 . 1 1 )  a n d  ( 2 . 1 2 )  a f t e r  e l i m i n a t i n g  t h e  
v a r i a b l e  t
dY2 dY3
6 - Y3+6
D i v i d i n g  b o t h  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n  by 6 , we o b t a i n
dY2 = dY3
  ( S i n c e  6 2 = 1 )
1 - 6 Y3
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I n t e g r a t i n g  b o t h  s i d e s
Y 2 5"  i r ]  ( 1 - 5 Y 3 )  + C2
o r
Y 2 + 5 £ n (1 - 6 Y 3 ) = C2 ( 2 . 1 4 )
The  e q u a t i o n s  o f  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  a r e  h e n c e  g i v e n  by 
(2 Y1 + 6 ) - 6 ( Y2 - 6 ) 2 = 0 ( 2 . 1 5 )
Y2 + 6 £n (1 - <5 Y3 ) = 0 ( 2 . 1 6 )
F u r t h e r m o r e  we s h o u l d  n o t e  t h a t
XI = X2 = X3 = 0 i m p l i e s  t h a t  Y1 = Y2 = Y3 = 0 a s  i t  i s  a 
f i x e d  e n d  p o i n t  mi n i mum t i m e  o p t i m a l  b a n g  b a n g  p r o b l e m .  The  
t o t a l  t i m e  r e q u i r e d  t o  move f r o m  o n e  s t a t e  p o i n t  t o  a n o t h e r  
i s  g i v e n  by t h e  e q u a t i o n
w h i c h  me a n s  t h a t  t h e  c h a n g e  i n  t h e  c o o r d i n a t e  Y2 i n  t h e  r i g h t  
d i r e c t i o n  g i v e s  t h e  t i m e  t a k e n  f r o m  o n e  p o i n t  t o  t h e  o t h e r .
2 . 2  DEVELOPMENT OF SWITCHING CRITERION FOR OPTIMUM RESPONSE.  ( 2 5 ) 
I t  i s  w e l l  e s t a b l i s h e d  t h a t  f o r  o p t i mu m r e s p o n s e ,  t h e
s y s t e m  m u s t  r e a c h  t h e  o r i g i n  i n  t h e  mi n i mum p o s s i b l e  t i m e  
a n d  t h i s  d e p e n d s  on t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m .  F u r t h e r ­
mo r e  t h e  s w i t c h  c u r v e  i s  t h e  l o c u s  o f  a l l  s t a t e s  w h i c h  c a n  be 
f o r c e d  t o  t h e  o r i g i n  by t h e  c o n t r o l  ( + F ,  - F )  w i t h o u t  a n y  
s w i t c h i n g .  The  s y s t e m  t h e r e f o r e  n o r m a l l y  f o l l o w s  an i n i t i a l
Y 2 =  S t  + a 2 ( a 2 i s  i n i t i a l  v a l u e  o f  Y2)  ( 2 . 1 7 )
I f  A i s  d e f i n e d  a s  t h e  i n c r e m e n t  t h e n
A Y2 = 6 ( A t ) ( 2 . 1 8 )
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t r a j e c t o r y ,  t h e n  a t r a j e c t o r y  a l o n g  t h e  s w i t c h i n g  s u r f a c e  
w h i c h  i n t e r s e c t s  t h e  s w i t c h  c u r v e s .  Th u s  t wo s w i t c h i n g  
s e q u e n c e s  a r e  p o s s i b l e  i . e .  ( + F ,  ~ F ,  +F)  o r  ( ~ F ,  + F,  - F ) .
I n  o r d e r  t o  d e f i n e  t h e  l o g i c  v a r i a b l e s  t o  d e s c r i b e  
t h e  p o s i t i o n  o f  a n y  s t a t e  p o i n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o o r d i n a t e  
a x e s  a nd  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s ,  t h e  w h o l e  p h a s e  s p a c e  i s  
d i v i d e d  i n t o  t e n  s e c t i o n s .  S i x  o f  t h e s e  s e c t i o n s  a r e  s i x  
o c t a n t s  o f  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  p h a s e  s p a c e  a n d  t h e  o t h e r  
f o u r  s e c t i o n s  a r e  f o r m e d  by d i v i d i n g  t h e  o t h e r  t wo  o c t a n t s  
by t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s . T h e s e  s e c t i o n s  a r e  s hown  i n  
f i g u r e s  2 . 2 ( a )  a nd  2 . 2 ( b ) .  I t  c a n  be s e e n  t h a t  t h e  f o r c e  i s  
p o s i t i v e  i n  s e c t i o n s  3 , 5 , 7 , 9 ,  a n d  1 0 ,  a n d  i s  n e g a t i v e  i n  
s e c t i o n s  1 , 2 , 4 , 5 ,  a n d  8 . S e c t i o n s  4 a n d  7 a l s o  i n c l u d e  t h e  
o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s .
The  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  v a r i a b l e  i s  d e f i n e d  a s  R,  w h i c h  
d e s i g n a t e s  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s t a t e  p o i n t  w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s .  I n  t h e  Y1 - Y2 p l a n e  R i s  p o s i t i v e ,  
i f  t h e  s t a t e  p o i n t  l i e s  on o r  a b o v e  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  
a n d  n e g a t i v e  i f  i t  l i e s  b e l o w .  S i m i l a r l y  i n  t h e  Y2 - Y3 
p l a n e  R i s  p o s i t i v e  i f  t h e  p o i n t  l i e s  t o  t h e  r i g h t  o f  t h e  
o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  a n d  n e g a t i v e  i f  i t  l i e s  t o  t h e  l e f t .
The  n o t a t i o n  o f  a n y  v a r i a b l e  X a s  X ( +)  a n d  X ( - )  ( 2 0 )   ^ s u s e c j
t o  d e f i n e  t h e  v a l u e  o f  X a s  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  r e s p e c t i v e l y  
w i t h  r e g a r d  t o  t h e  m a g n i t u d e .  Th u s  t h e  c r i t e r i o n  may be 
d e n o t e d  a s :
The  f o r c e  F i s  p o s i t i v e  i f  
Y l ( - ) ,  Y2 ( -  ) , Y 3 ( - )  , R( + ) S e c t i o n  ( 3 )
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SECTION 5  ( Y 3 ^ 0 )  
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SECTION 9  ( Y 3 < 0 )
SECTIO N I 0 ( Y 3 } 0 )
SECTION 4  ( Y 3 > 0 )
SE C T IO N  7  ( Y 3 < 0 )
F
SECTION ! ( Y 3 < 0 )
S EC TIO N  2 (Y3>,0)
SEC TIO N 6  ( Y 3 < 0 )
^ p -
8  ( Y 3 ^ 0 )
FIG 2 . 2 ( a )  S E C T I O N S  DESCRIBING LOGIC VARIABLES IN YI-Y2 P L A N E
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Y K - ) , Y 2 ( +)  , Y 3 ( + ) , R( +) S e c t i o n ( 5 )
Y1 ( +)  5 Y2 ( -  ) , Y3 ( -  ) , R(  + ) S e c t i o n ( 7 )
Y 1 ( + ) , Y 2 ( + ) , Y3 ( -  ) , R ( +) S e c t i o n ( 9 )
Y H  + ) , Y 2 ( + ) , Y 3 ( + ) , R ( + ) S e c t i o n ( 1 0 )
The f o r c e  F i s  n e g a t i v e i f
Y l ( - ) , Y2 ( -  ) , Y3 ( - )  , R ( - ) S e c t i o n ( 1 )
Y l ( - ) , Y2 ( - )  , Y 3 ( + ) , R ( - ) S e c t i o n ( 2 )
Y l ( ~ ) , Y 2 ( + ) , Y 3 ( + ) , R ( - ) S e c t i o n ( 4 )
Y1 ( + ) , Y2 ( -  ) , Y3 ( -  ) , R ( - ) S e c t i o n ( 6 )
Y1 ( + ) , Y2 ( -  ) , Y 3 ( +)  , R ( - ) S e c t i o n ( 8 )
The f o r c e  F i s  z e r o  i f
Y1 = Y2 = Y3 = 0
2 . 3  FUNCTION GENERATOR
The  v a l u e  o f  R i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c o m p a r i s o n  o f  t h e  
v a l u e  o f  Y2 c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s t a t e  p o i n t  w i t h  t h e  v a l u e  Y2 
w h i c h  i s  g r e a t e r  i n  m a g n i t u d e  o f  t h e  t wo  v a l u e s  o f  Y2 c o r r e ­
s p o n d i n g  t o  t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o ­
r i e s  a n d  t h e  v e r t i c a l  l i n e s  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  s t a t e  p o i n t  i n  
t h e  Y1 - Y2 a n d  Y2 - Y3 p l a n e s .  F o r  e x a m p l e ,  i n  f i g u r e s  2 . 2 ( a )  
a n d  2 . 2 ( b )  c o n s i d e r  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  s t a t e  p o i n t  S h a v i n g  
t h e  c o o r d i n a t e s  Y l l ,  Y21 , Y 3 1 . I n  t h e  Y1 - Y2 p l a n e  l e t  t h e  
p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  v e r t i c a l  l i n e  p a s s i n g  t h r o u g h  S 
w i t h  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r y  be Y l l ,  Y20 a nd  i n  t h e  Y2 - Y3 p l a n e  
l e t  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  h o r i z o n t a l  l i n e ,  t h r o u g h  S w i t h  t h e  
o p t i m a l  t r a j e c t o r y  be  Y^O,  Y31.  I f  j Y 21 | i s  g r e a t e r  t h a n
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o r  e q u a l  t o  t h e  g r e a t e r  o f  | Y2 0 |  and  |Y 2 0 j , R i s  
p o s i t i v e ,  o t h e r w i s e  i t  i s  n e g a t i v e .  T h u s  t h e  s t a t e  p o i n t  
S h a s  t h e  v a r i a b l e  R a s  p o s i t i v e  a nd  S/ a s n e g a t i v e .
The  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  ( 2 . 1 5 )  
a n d  ( 2 . 1 6 )  c a n  be s i m u l a t e d  u s i n g  a n a l o g  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s  
a n d  c o m p a r a t o r s .  The  s i m u l a t i o n  e q u a t i o n s  a r e :
y p = y i ] Y i  i +i  - i f r o m  ( 2 . 1 5 ) ( 2 . 1 9 )
YQ = £ n ( 1+ | Y3 | ) f r o m  ( 2 . 1 6 ) ( 2 . 2 0 )
YR= YP -  YQ ( 2 . 2 1 )
YS= YP ( I F  YR » 0)  
YS= YQ ( I F  YR < 0)
( 2 . 2 2 )
W= -  YS SGN (Y1 ) ( 2 . 2 3 )
R= 1 ( I F  Y2 > W) 
R= 0 ( I F  Y2 < W)
( 2 . 2 4 )
The  c o r r e s p o n d i n g  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  b l o c k  d i a g r a m  i s  g i v e n  
i n  f i g u r e  2 . 3 .
2 . 4  DETERMINATION OF SWITCHING I NSTANTS.
I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  a c r i t e r i o n  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  
w h i c h  l o c a t e s  a n y  s t a t e  p o i n t  i n  t h e  p h a s e  s p a c e .  The  
f u n c t i o n  g e n e r a t o r  k e e p s  t r a c k  o f  t h e  s y s t e m  s t a t e s  a n d  
d e t e r m i n e s  when t h e  s y s t e m  e n t e r s  t h e  +F r e g i o n  f r o m  t h e  - F  
r e g i o n  o r  v i c e  v e r s a .  T h i s  r e q u i r e s  t h a t  t h e  s t a t e  p o i n t  
m u s t  c h a n g e  r e g i o n s  i n  b o t h  t h e  p r o j e c t i o n  p l a n e s  t h o u g h  i t  
i s  m o s t  l i k e l y  t h a t  t h e  c h a n g e  o c c u r s  i n  o n e  p l a n e  p r i o r  t o  
t h e  o t h e r ,  a s  s hown  i n  f i g u r e s  2 . 4 ( a )  a nd  2 . 4 ( b ) .  At  f i r s t  
i t  m i g h t  be e x p e c t e d  t h a t  t h e  r e l a y  s h o u l d  s w i t c h  a s  t h e
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s t a t e  p o i n t  c h a n g e s  r e g i o n  i n  b o t h  t h e  p l a n e s  i n  o r d e r  t o  
r e v e r s e  t h e  f o r c e .  Bu t  s w i t c h i n g  a t  t h i s  i n s t a n t  c a u s e s  
t h e  s y s t e m  t o  f o l l o w  t h e  p r o j e c t i o n  o f  t h e  p o s i t i v e  o p t i m a l  
t r a j e c t o r y  i n  e i t h e r  t h e  Y1 - Y2 p l a n e  o r  t h e  Y2 - Y3 p l a n e  
d e p e n d i n g  u p o n  w h e t h e r  t h e  c h a n g e  o c c u r s  i n  t h e  Y2 - Y3 
p l a n e  f i r s t  o r  i n  t h e  Y1 - Y2 p l a n e  f i r s t .  Th u s  b e f o r e  t h e  
s e c o n d  s w i t c h i n g  f o r  o p t i m a l  c o n t r o l  c o u l d  be  a p p l i e d ,  t h e  
s y s t e m  r e a c h e s  t h e  o r i g i n  o f  e i t h e r  o f  t h e  t wo p l a n e s ,  
b r i n g i n g  o n l y  t wo  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  t o  z e r o .  I n  t h i s  way 
t h e  s e c o n d  s w i t c h i n g  b e c o me s  i n e f f e c t i v e .  S i n c e  t r a n s f o r m e d  
c o o r d i n a t e s  a r e  u s e d ,  a l l  t h e  c o o r d i n a t e s  m u s t  be s i m u l t a ­
n e o u s l y  z e r o  f o r  t h e  d e s i r e d  r e s p o n s e .
T h i s  c a n  be a c h i e v e d  by d e l a y i n g  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  
i n s t a n t  a f t e r  t h e  s t a t e  p o i n t  h a s  c h a n g e d  r e g i o n s .  The  
p r o c e d u r e  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  d e l a y  i s  g i v e n  i n  t h e  n e x t  
s e c t i o n  a n d  w o r k s  o u t  t o  be 0 . 1 1  u n i t s  o f  t i m e .  B e c a u s e  
i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i f  t h e  c o o r d i n a t e  Y2 i s  c h a n g e d  by 
an a m o u n t  0 . 1 1  f r o m  t h e  i n s t a n t  t h e  s y s t e m  c h a n g e s  r e g i o n s ,  
t h e  s y s t e m  f o l l o w s  a t r a j e c t o r y  w h i c h  i n t e r s e c t s  t h e  n e g a t i v e  
o p t i m u m  t r a j e c t o r y .  U s i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 1 8 )  t h i s  g i v e s  a 
d e l a y  o f  0 . 1 1  u n i t s  o f  Y 2 ( t i m e )  f r o m t h e  i n s t a n t  t h e  s t a t e  
p o i n t  e n t e r s  t h e  new r e g i o n .  The  s e c o n d  s w i t c h i n g  o c c u r s  
a c c u r a t e l y  a t  t h e  o pt i mum b o u n d a r y  g i v i n g  t h e  d e s i r e d  
r e s p o n s e .  I f  t h e  s e c o n d  s w i t c h i n g  i s  a l s o  d e l a y e d  f o r  
s ome  r e a s o n  a t h i r d  s w i t c h i n g  w i l l  b r i n g  t h e  s y s t e m  t o  r e s t  
a s  s hown  i n  f i g u r e s  2 . 4 ( a ) a nd  2 . 4 ( b ) .  I f  s u c h  u n w a n t e d  
s w i t c h i n g s  o c c u r  a n u mb e r  o f  t i m e s ,  t h e  r e l a y  m i g h t  c h a t t e r
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a b o u t  t h e  o r i g i n  a n d  a s m a l l  d e a d  z o n e  i n  t h e  r e l a y  w o u l d  
a v o i d t h i s c h a t t e r .
2 . 5  DETERMINATION OF SWITCHING DELAY TIME
The  t r a j e c t o r i e s  o f  m o t i o n  a r e  g i v e n  by t h e  e q u a t i o n s  
( 2 . 1 3 )  a nd  ( 2 . 1 4 ) .  I f  ( a i , a 2 , 03 ) i s  t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  
t h e  s y s t e m ,  t h e  c o n s t a n t s  Cl a n d  C2 a r e  g i v e n  a s :
Cl = 2 a 1 - 6 i ( a 2 - ($ i ) 2 ( 2 . 2 5 )
C2 = a 2 + 6 1t n ( l  -  6 ^ 3 ) ( 2 . 2 6 )
L e t  ( 3 1 , 32 , 3 3 ) be t h e  s t a t e  when t h e  s y s t e m  j u s t  c h a n g e s  
r e g i o n s  i n  b o t h  t h e  p l a n e s .  T h i s  p o i n t  l i e s  on t h e  i n i t i a l  
t r a j e c t o r y  a n d  t h e  p o s i t i v e  o p t i m a l  t r a j e c t o r y  i n  t h e  p l a n e  
w h e r e  t h e  c h a n g e  o c c u r s  l a t e r .
He n c e
2 $i - <51 ( 32 - 5 1 ) = Cl ( 2 .2 7)
32 + <51 &n (1 - <513 3 ) = C2 (2 . 2 8 )
a n d
(2 3i + 6 2 ) - 6 2 ( 32 - 6 2 ) = 0 ( 2 . 2 9 )
( When c h a n g e  o c c u r s  i n  Y2 -  Y3 p l a n e  f i r s t )
32 + 6 2 £r i ( l  ■ <$2 £ 3 ) = 0 ( 2 . 3 0 )
(When c h a n g e  o c c u r s  i n  Y1 - Y2 p l a n e  f i r s t )
I f  ( Y 1 5 y 2 , y 3 ) i s  t h e  s t a t e  when t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  o c c u r s  
a f t e r  a d e l a y  A,  we o b t a i n  f r o m  t h e  e q u a t i o n  ( 2 . 1 7 )
Y 2 = 6  ^A P2 ( 2 . 3 1  )
2 Y1 - 6 1 ( Y 2 - <$ 1 ) 2 = Cl ( 2 . 3 2 )
a n d  Y2 + ^ i ^ n ( l - 5 i Y 3 ) = ' C2 ( 2 . 3 3 )
S i n c e  t h e  s t a t e  p o i n t  mo v e s  a l o n g  t h e  m i d d l e  s e g m e n t  o f  t h e  
p h a s e  t r a j e c t o r y  a f t e r  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g ,  t h e  c o n s t a n t s
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Cl a n d  C2 h a v e  t o  be r e d e f i n e d  a s
C'l = 2 Yl  - 62 ( y 2 - 6 2 ) 2 ( 2 . 3 4 )
C2 = Yp + 6 2 t n ( i ~ 6 2 Y3 ) ( 2 . 3 5 )
L e t  ( n ,  n 0 n ,  ) be t h e  s t a t e  when t h e  s e c o n d  s w i t c h i n gi , 2 , s
o c c u r s  a n d  t h e  p o i n t  move s  a l o n g  t h e  f i n a l  s w i t c h  c u r v e .
The n
2rh  " M n 2 - =  c'l ( 2 . 3 6 )
ri2 + 6 2 t n  (1 “ 6 2 0 3 ) -  C2 ( 2 . 3 7 )
(2 n 1 + 6 3 ) - 6 3 ( n 2 - ^ 3 ) 2 = 0 ( 2 . 3 8 )
n 2 + 6 3 £ n (1 - 6 3 n 3 ) = 0 ( 2 . 3 9 )
6 x , 6 2 , 63 a r e  t h e  v a l u e s  o f  6 a l o n g  t h e  i n i t i a l ,  m i d d l e  a n d  
f i n a l  t r a j e c t o r i e s  r e s p e c t i v e l y .  Th e y  h a v e  t h e  s a me  s i g n  
f o r  t h e  i n i t i a l  a nd  f i n a l  s e g m e n t s  o f  t h e  t r a j e c t o r y  a n d  
r e v e r s e  s i g n  f o r  t h e  m i d d l e  s e g m e n t .  The  t i m e  d e l a y  A c a n  
be  d e t e r m i n e d  by s o l v i n g  t h e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 7 )  
t o  ( 2 . 3 9 ) .  S i n c e  s ome  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  n o t  l i n e a r ,  
t h e s e  e q u a t i o n s  do n o t  h a v e  a u n i q u e  s o l u t i o n .  Ho we v e r  by 
p l o t t i n g  t r a j e c t o r i e s  o b t a i n e d  f r o m  e q u a t i o n s  ( 2 . 1 3 ) ,  ( 2 . 1 4 )  
a n d  ( 2 . 2 7 )  t o  ( 2 . 3 9 )  f o r  a n u mb e r  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
( f i g u r e s  2 . 5 ( a ) ,  2 . 5 ( b ) )  t h e  v a l u e  o f  A d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  
i n t e r s e c t i o n s  i s  f o u n d  t o  be v e r y  n e a r l y  e q u a l  t o  0 . 1 1  a s  
s hown  by t h e  r e s u l t s  o f  T a b l e  1 .  F u r t h e r m o r e  t h e  d e l a y  
c i r c  u i t  r e q u i r e s  f l i p - f l o p s  w h i c h  w i l l  c a u s e  t h e  d e l a y  A 
o n l y  o n c e  i n  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g .  The  f l i p - f l o p s  h a v e  t o  
be  r e s e t  e v e r y  t i m e  t h e  s y s t e m  i n i t i a l l y  s t a r t s .  S u c h  a 
d e l a y  c i r c u i t  i s  s hown  i n  f i g u r e  2 . 6 .
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TABLE I 
THE DELAY TIME
S.  NO. I NI TI AL CONDITIONS TIME DELAY
Y1 Y2 Y3 ( C h a n g e  i n
I - 0 . 5 1 . 0 0 0 . 1 0 7 7
II 0 . 5 0 0 0 . 1 0 7 6
I I I 1 . 0 0 0 0 . 1 1 4 4
IV 0 . 5 0 . 5 - 0 . 5 0 . 1 0 9 1
V 0 . 2 5 0 0 0 . 1 0 7 5
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2 . 6  L O G I C  C O N T R O L L E R  D E S I G N
The  s w i t c h i n g  l o g i c  e q u a t i o n s  f o r  ±F a r e  d e t e r m i n e d  
f r o m  t h e  v a r i a b l e s  d e f i n e d  e a r l i e r  f o r  t h e  d i f f e r e n t  s e c t i o n s  
o f  f i g u r e s  2 . 2 ( a )  a nd  2 . 2 ( b ) .  Al l  t h e  v a r i a b l e s  a r e  
c o n s i d e r e d  h a v i n g  o n l y  t wo s t a t e s  a s  1 a n d  0 .  The  
r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s t a t e  o f  a n y  l o g i c  v a r i a b l e  A and  
i t s  c o n t i n u o u s  t i m e  v a r i a b l e  i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s .
A = 1 i f  A > 0 ( 2 . 4 0 )
A = 0 i f  A < 0
The  c o m p l e m e n t  o f  A i s  d e f i n e d  a s  
A = 1 i f  -A > 0
A = 0 i f  -A « 0 ( 2 . 4 1  )
U s i n g  t h e  a b o v e  n o t a t i o n ,  t h e  s e c t i o n s  d e s c r i b e d  i n  t e r m s  
o f  t h e  l o g i c  v a r i a b l e s  a r e  t a b u l a t e d  i n  t h e  t r u t h  t a b l e s ,
T a b l e  2a  a n d  T a b l e  2 b .  B a s e d  on t h e s e  t a b l e s  t h e  l o g i c  
e q u a t i o n s  a r e
FP = R(Y1 Y2 73  + 7 l  Y2 Y3 + Y1 Y2 Y3
+ Y1 Y2 Y3 + Y1 Y2 Y3)  ( 2 . 4 2 )
FM = R(Y1 72 73 + 7 l  72 Y3 + 7 l  Y2 Y3
+ Y1 7 2  Y3 + Y1 Y Z  Y3)  ( 2 . 4 3 )
Wh i c h  c a n  be  s i m p l i f i e d ,  u s i n g  map t e c h n i q u e s ,  t o  t h e  f o r m
FP = R(Y2 + Y1 7 3 )  ( 2 . 4 4 )
FM = R ( 72  + 71 Y 3 )  ( 2 . 4 5 )
B a s e d  on t h e s e  e q u a t i o n s ,  t h e  l o g i c  c i r c u i t s  r e q u i r e d  f o r  
t h e  c o n t r o l l e r  i s  g i v e n  i n  f i g u r e  2 . 7  a n d  t h e  c o m p l e t e  
b l o c k  d i a g r a m  o f  t h e  c o n t r o l l e d  s y s t e m  i n  f i g u r e  2 . 8 .
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TABLE 2a
TRUTH TABLE FOR POSI TI VE FORCE
Y1 Y2 Y3 R FP
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 . 0  0
0 1 0  1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0  
1 0  0 0
1 0  1 1  
1 1 0 0
1 1 1 1
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T R U T H  T A B L E
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 1 
0 1 
0 1 
0 1 
1 0 
1 0 
1 0 
1 0 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1
2b
N E G A T I V E  F O R C E
R FM
0 0
1 I
0 0
I 1
0  0
1 0
0 0
1 1
0  0
1 1
0  0
1 1
0  0
1 0
0  0
I 0
T A B L E
F O R
Y3
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
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2 . 7  SIMULATION RESULTS
The  c o n t r o l l e d  s y s t e m  o f  f i g u r e  2 . 8  w i t h  t h e  d e t a i l e d
c i r c u i t  was  s i m u l a t e d  on a d i g i t a l  c o m p u t e r  ( IBM 1 6 2 0 ) .  The
f l o w  d i a g r a m  i s  g i v e n  i n  a p p e n d i x  i n  f i g u r e  2 . 9 .  The
r e s u l t s  f r o m  t h e  p l o t t e r  a r e  s hown  i n  F i g u r e s  2 . 1 0 ( a )  t o
2 . 1 0 ( e )  f o r  p o s i t i v e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  2 . 1 1 ( a )  t o  2 . 1 1 ( e )
f o r  n e g a t i v e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  F i g u r e s  2 . 1 0 ( a ) ,  2 . 1 0 ( b ) ,
2 . 1 1 ( a )  a n d  2 . 1 1 ( b )  s how t h e  p h a s e  p l a n e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e
t r a j e c t o r i e s  s t a r t i n g  f r o m  t h r e e  d i f f e r e n t  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  c o n t r o l l e r  g i v e s  t h e  d e s i r e d  r e s p o n s e .
F i g u r e s  2 . 1 0 ( c )  t o  2 . 1 0 ( e )  a n d  2 . 1 1 ( c )  t o  2 . 1 1 ( e )  s how t h e
v a r i a t i o n s  o f  E,  d E / d t  a n d  d 2 E / d t 2 w i t h  t i m e .
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2 . 0
2.0- 1 . 0■2.0
- 2 . 0
P I G  2 . 1 0 ( a )  Y! - Y 2  P R O J E C T I O N S  OF THE 
S Y S T E M  T R A J E C T O R I E S
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Y3
Y 2
- 2.0 - 1.0 2.0
- 2 .0
F I G  2 . i o ( b )  Y 2 - Y 3  P R O J E C T I O N S  OF  T H E  
S Y S T E M  T R A J E C T O R I E S
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Y 22 0
2-0
- 2 0
F I G2 . i l  (a)
YI-Y2 P R O J E C T I O N S  O F  S YS T E M TRA J E C T 0 R 1 E S
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2 0 Y 3
Y2
2 0-20
-10
- 2 0
FI G 2 . 11(b)
Y 2 - Y 3  P R O J E C T I O N S  O F  S Y S T E M  T R A J E C T O R I E S
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C H A P T E R  I I I
D E V E L O P M E N T  O F  L O G I C  C O N T R O L L E R :
S y s t e m  w i t h  One I n t e g r a t o r  a n d  Two Ti me  C o n s t a n t s
3 . 1  PHASE SPACE ANALYSIS
F o r  a t h i r d  o r d e r  s y s t e m  d e s c r i b e d  by t h e  t r a n s f e r  
f u n c t i o n
G ( s )  = _ _ _ _ _ *_ _ _ _ _ _ ( 3 . 1  )
s ( s + 1 ) ( s + 2 )
The  n o r m a l i z e d  v e c t o r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  h a v e  a l s o  b e e n  
s hown  t o  r e d u c e  t o
n
1
( t ) | r ° i
°T
"XI ( t r r ° i
J x 2 ( t ) |  = !oi 0 ’ I
X2 ( t ) + Jo!  6 (3j f
j X3 ( t ) J [o -2
!
-31 ,X3 ( n * 1 ? t 1 J
a n d  i n  t h i s  c a s e ,  t h e  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  i s
"l 1 1 1 ' 1 1 1 '
P = X 1 X 2 X 3 = 0 1 1 ro
i 2 i 2 1 2 1
-  1 2 3J
O
( 3 . 3 )
Wh e r e  X 1 , X 2 , a r e  t h e  e i g e n v a l u e s .
The  t r a n s f o r m e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  b e c o me s
Y1 
Y 2
To o
i
LY3.I
0
0 - 1 0  
0 0 - 2
’Yl"
Y 2 +
Y.3
1 / 2 1
1 / 2  ;
( 3 . 4 )
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F o l l o w i n g  the previous m e t h o d  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  
g i v e s  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  Y1 - Y2 
a n d  Y 2 and  Y1 - Y3 p l a n e s  o f  t h e  Y s p a c e .
2Y1 + 6 (1 + <5 Y2 ) = Cl ( 3 . 5 )
4 Y1 + 6 £ n O - 4 6 Y 3 )  = C2 ( 3 . 6 )
F o r  s t e p  d i s p l a c e m e n t  i n p u t s  Cl a n d  C2 a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  The  e q u a t i o n s  o f  t h e  o p t i m a l  
t r a j e c t o r i e s  a r e :
2 Y1 + 6£n( l +<5Y2)  = 0 • ( 3 . 7 )
4 Y1 + 6 ( 1  - 4  6 Y 3)  = 0 ( 3 . 8 )
The  t o t a l  t i m e  r e q u i r e d  i s  g i v e n  by t h e  r e l a t i o n
Y1 = 6 t  + a T ( 3 . 9 )
The  i n c r e m e n t  a i s  g i v e n  a s
AY1 = 6 ( A t ) ( 3 . 1 0 )
i . e .  t h e  c h a n g e  i n  t h e  c o o r d i n a t e  Y1 i n  t h e  r i g h t  d i r e c t i o n  
g i v e s  t h e  t i m e  t a k e n  f r o m  o n e  p o i n t  t o  t h e  o t h e r .
3 . 2  SWITCHING CRITERION FOR OPTIMUM RESPONSE.
A g a i n ,  t h e  p h a s e  s p a c e  i s  d i v i d e d  i n t o  t e n  s e c t i o n s  
s i m i l a r l y  t o  t h o s e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  I I ,  a n d  i s  s hown  i n  
f i g u r e s  3 . 1 ( a )  a n d  3 . 1 ( b ) .  The  f o r c e  i s  p o s i t i v e  i n  s e c t i o n s  
4 ,  6 ,  8 ,  9 a nd  10 a n d  n e g a t i v e  i n  s e c t i o n s  1 ,  2 ,  3 ,  5 a n d  7 .
S e c t i o n s  4 a nd  7 a l s o  i n c l u d e  t h e  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s .  The
f u n c t i o n  g e n e r a t o r  v a r i a b l e  R i s  p o s i t i v e  i f  t h e  s t a t e  p o i n t  
l i e s  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  i n  b o t h  t h e  Y1 - 
Y2 a n d  Y1 -  Y3 p l a n e s .  Th u s  t h e  c r i t e r i o n  i s :
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/ S E C T I O N  
^ C Y 2  ^  O')
X
S E C T I O N  8  (Y2
W  \ \  \  W
S E C T I O N  10 (Y2 ^  0 )
S E C T I O N  2  (Y2 <  O)
S E C T I O N  5  ( Y2 ^  0 )
YI2 YIO YII
S E C T I O N  9  ( Y2  *  0 )
S ECTI ON 6  ( Y2 <  0 )S E C T I O N  3  (Y2
w\w
SECTION I (Y2 *
S E C T I O N
FIG 3 . 1 ( b )  S E C T I O N S  DESCRIBING LOGIC VARI ABLES IN Y I - Y 3
The  f o r c e  F i s  p o s i t i v e  i f
Y1 ( - ) , Y2 ( + ) , Y 3 ( - ) , R(  + ) S e c t i o n ( 4 )
Y l ( + ) , Y2 ( - ) , Y 3 ( - ) , R (  + ) S e c t i o n ( 6 )
Y1 ( + ) , Y2 ( - ) , Y 3 ( + ) , R (  + ) S e c t i  on ( 8 )
Y 1 ( +)  j Y2(  + ) , Y 3 ( -  ) , R (  + ) S e c t i o n ( 9 )
Y 1 ( + ) , Y2(  + ) , Y 3 ( + ) , R (  + ) S e c t i o n ( 1 0 )
D r i v i n g  f o r c e  F i s n e g a t i v e i f
Y l ( - ) , Y2 ( -  ) , Y 3 ( - )  , R ( - ) S e c t i o n ( 1 )
Y l ( - ) , Y2 ( -  ) , Y 3 ( +)  , R ( - ) S e c t i o n ( 2 )
Y l ( - ) , Y2(  + ) , Y3 ( - ) , R ( - ) S e c t i o n ( 3 )
Y l ( - ) . Y2 ( + ) , Y 3 ( + ) , R (  - ) S e c t i  on ( 5 )
Y l ( + ) , Y2 ( - ) , Y3 ( +)  , R ( - ) S e c t i  on ( 7 )
F i s  z e r o  i f
Y1 = Y2 = Y 3 = 0
3 . 3  FUNCTION GENERATOR
The v a l u e  o f R may be o b t a i n e d  a s b e f o r e  by c o m p a r i n g
t h e  v a l u e  o f Y1 o f t h e  s t a t e  p o i n t  w i t h t h e  g r e a t e r  o f  t h e
t wo  v a l u e s  o f  Y1 c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  
o f  t h e  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  a n d  t h e  h o r i z o n t a l  l i n e  p a s s i n g  
t h r o u g h  t h e  s t a t e  p o i n t .  I f  t h e  s t a t e  p o i n t  h a s  mo r e  
p o s i t i v e  Y1 t h e n  R i s  p o s i t i v e ,  o t h e r w i s e  i t  i s  n e g a t i v e .
I n  f i g u r e s  3 . 1 ( a )  a n d  3 . 1 ( b )  t h e  p o i n t  S h a s  p o s i t i v e  R, 
w h e r e a s  s '  h a s  n e g a t i v e  R.
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The  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  s i m u l a t i o n  e q u a t i o n s  a r e  
YP = £ n (1 + | Y2 | ) / 2 . 0  f r o m  ( 3 . 7 )
YQ = £ n ( 1+ 4 J Y 3 | ) / 4 . 0  f r o m  ( 3 . 8 )
N = YS SGN( Y 3 )
( 3 . 1 1 )
( 3 . 1 2 )
( 3 . 1 3 )
R i s  d e t e r m i n e d  u s i n g  e q u a t i o n s
( 2 . 2 1 ,  ( 2 . 2 2 )  a n d  ( 2 . 2 4 ) .  The  f u n c t i o n  g e n e r a t o r  b l o c k  
d i a g r a m  i s  g i v e n  i n  f i g u r e  3 . 2 .
3 . 4  DETERMINATION OF SWITCHING INSTANTS
I n t h e  c a s e  o f  t h e  p r e s e n t  s y s t e m  t h e  d e s i r e d  
r e s p o n s e  c a n  be  a c h i e v e d  by s i m i l a r l y  d e l a y i n g  t h e  f i r s t  
s w i t c h i n g  a f t e r  t h e  s t a t e  p o i n t  h a s  c h a n g e d  r e g i o n  i n  b o t h  
t h e  p l a n e s  a s  s hown  i n  f i g u r e s  3 . 3 ( a )  a nd  3 . 3 ( b ) .  I t  h a s  
b e e n  f o u n d  i n  t h i s  c a s e  a l s o  t h a t  i f  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  i s  
d e l a y e d  by 0 . 1 1  u n i t s  o f  Y l ( t i m e ) ,  t h e  o p t i mu m r e s p o n s e  i s  
a c h i e v e d .  The  d e l a y  t i m e  e q u a t i o n s  a r e  d e r i v e d  i n  t h e  n e x t  
s e c t i o n  a n d  t h e  d e l a y  c i r c u i t  o f  f i g u r e  2 . 6  c a n  a l s o  be  u s e d  
f o r  t h i s  s y s t e m .
3 . 5  DETERMINATION OF DELAY TIME
U s i n g  t h e  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  ( 3 . 5 )  a nd  ( 3 . 6 ) ,  a n d  a s  
d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  2 . 5  i f  ( a l s  a 2 , a 3 ) , ( 6  x , B 2 , & 3 ) >
( y  1 ,  y  2 » Y 3 ) a n d  ( m ,  Ti 2  > 0 3 )  r e p r e s e n t  t h e  s a m e  s t a t e s ,  w e  
g e t
Cl = 2 a 1 + 5 1 £ r i ( l + 6 1ct2 ) 
C2 = 4 a j  + 6 1 (1 - 61 a 3 )
2 3 1 + 6 1 &n (1 + S i 6 2 ) = Cl
( 3 . 1 4 )
( 3 . 1 5 )
( 3 . 1 6 )
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Y 2
4-  F REGI ON
JHIRD
SWITCHDELAY
CHANGE OF
R P f t i n M  I N• IM >»»• I KT « > 4 * .
Y I - Y 2  P L A N E
CHANGE OF 
REGION IN 
Y 3  P L A N E
\ S E C O N D
SWITCH
( D E L A Y E D )
REGI ON
f i g  3 . 3 ( a )  SWI TCHING C R I T E R I O N  IN. Y I - Y 2  P L A N E
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SECOND SWITCf- 
(DELAYED)
Y 3
SECOND SWITCHCHANGE OF REGION 
IN Y I - Y 3  P L A N E ^
CHANGE O F  REGION 
IN YI - Y2  PLANE
+  F REGION
DELAY
- F  REG 10
THIRD SWITCH
F I S  3 . 3 ( b )  SWITCHING CRITERION IN Y I - Y 3  P L A N E
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4 S i  + 6 i  £ n (1 ~4 6 j (3 3 ) -  C2 ( 3 . 1 7 )
2 0 i + 6 2 ^ n ( 1 + 5 2 3 2 ) = 0 ( 3 . 1 8 )
( i f  c h a n g e  o c c u r s  i n  Y1 - Y3 p l a n e  f i r s t )
4 3 1 + <5 2 £ n (1 ~ 4 5 2 6 3 ) = 0 ( 3 . 1 9 )
( i f  c h a n g e  o c c u r s  i n  Y1 - Y2 p l a n e  f i r s t )
Fr om e q u a t i o n  ( 3 . 9 )
Yi  = <51 A + 0 i  ( 3 . 2 0 )
A l s o
2 Yi  + 6 i £ n ( i + 6 1 Y2 ) “ Cl ( 3 . 2 1 )
4 Y i  + ' 5 i ^ n ( i “ 4 6 1Y3)  = C/2 ( 3 . 2 2 )
Cl = 2 y i  + <52 £ n ( i  + & 2 Y 2 )  ( 3 . 2 3 )
C2 = 4 y i  + 5 2 £ n ( i  - 4 6 2 Y3)  ( 3 . 2 4 )
2 n 1 + 6 2 £ n (1 + 4 2 n 2 ) = Cl ( 3 . 2 5 )
4 n j. + 6 2 £ n (1 - 4 6 2 n 3 ) = C2 ( 3 . 2 6 )
2 m  + 6 3 £ n ( 1 + 6 3 n 2 ) = 0 ( 3 . 2 7 )
4 m  + 5 3 £ n (1 - 4 6 3 n 3 ) = 0 ( 3 . 2 8 )
By a s i m i l a r  p r o c e d u r e  t o  t h a t  u s e d  i n  s e c t i o n  2 . 5 ,  t h e  t i m e  
d e l a y  w h i c h  s a t i s f i e s  e q u a t i o n s  ( 3 . 1 6 )  t o  ( 3 . 2 8 )  i s  a l s o  f o u n d  
t o  be  0 . 1 1  u n i t s  o f  t i m e .
3 . 6  LOGIC CONTROLLER DESIGN
The  s e c t i o n s  o f  f i g u r e s  3 . 1 ( a )  a nd  3 . 1 ( b )  a r e  a g a i n  
d e s c r i b e d  i n  t e r m s  o f  l o g i c  v a r i a b l e s  a n d  a r e  t a b u l a t e d  i n  
t r u t h  t a b l e s  r e s u l t i n g  i n  t h e  l o g i c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c o n t r o l l e r .
FP = R( Y1 + Y2 Y3)  ( 3 . 2 9 )
FM = R(Y1 + Y2 Y3 ) ( 3 . 3 0 )
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The  l o g i c  c i r c u i t  r e q u i r e d  f o r  t h e  c o n t r o l l e r  i s  g i v e n  i n  
f i g u r e  3 . 4  a nd  t h e  c o m p l e t e  b l o c k  d i a g r a m  o f  t h e  c o n t r o l l e r  
i n  f i  g u r e  3 . 5 .
3 . 7  SIMULATION RESULTS
The  p h a s e  p l a n e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  f o r  
p o s i t i v e  i n i t i a l  e r r o r s  i s  g i v e n  i n  f i g u r e s  3 . 6 ( a )  a nd  
3 . 6 ( b ) ,  a nd  f o r  n e g a t i v e  e r r o r s  i n  f i g u r e s  3 . 7 ( a )  a nd  
3 . 7 ( b ) .  The  t i m e  r e s p o n s e  i s  s hown  i n  f i g u r e s  3 . 6 ( c )  t o  
3 . 6 ( e )  a n d  3 . 7 ( c )  t o  3 . 7 ( e ) .  The  f l o w  c h a r t  i s  g i v e n  i n  
a p p e n d i x  ( f i g u r e  3 . 8 ) .
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FIG 3 . 6 ( a )  Y I - Y 2  P R O J E C T I O N S  OF T H E  
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C H A P T E R  I V
SWITCHING STRATEGIES FOR OPTIMAL CONTROL:
S y s t e m s  w i t h  Two I n t e g r a t o r s  a nd  One Ti me  C o n s t a n t
I n  c h a p t e r  I I ,  a s w i t c h i n g  s t r a t e g y  was  d e v e l o p e d  t o
o b t a i n  t i m e  o p t i m a l  c o n t r o l  o f  a s y s t e m  w i t h  t wo  i n t e g r a t o r s
a n d  o n e  t i m e  c o n s t a n t .  I t  was  a s s u m e d  t h a t  t h e  s y s t e m
p a r a m e t e r s  a r e  t i m e  i n v a r i a n t ,  t h o u g h  s m a l l  c h a n g e s  i n  t h e
p r o c e s s  t o  be  c o n t r o l l e d  d u e  t o  a g i n g  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o r
c h a n g e s  i n  l o a d  c a n  be  e x p e c t e d .  I n  s ome c a s e s  t h e  p a r a m e t e r s
o f  t h e  c o n t r o l l e d  s y s t e m  t r a n s f e r  f u n c t i o n  a r e  f o u n d  t o  v a r y
o v e r  e x t r e m e l y  w i d e  r a n g e s  w i t h  a d v e r s e  e f f e c t  on t h e  s y s t e m
p e r f o r m a n c e .  I n  s u c h  c a s e s  h o w e v e r ,  t h e  c o n t r o l l e r  s h o u l d
p o s s e s s  t h e  a b i l i t y  t o  s e l f  a d j u s t  o r  a d a p t  i t s  b a s i c  mode o f
/ 2 r 2 7 '
o p e r a t i o n  t o  c o m p e n s a t e  f o r  t h e  p a r a m e t e r  v a r i a t i o n s . v u ’ ‘  
T h i s  c h a p t e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  a u t o m a t i c  r e d e s i g n  o f  t h e  c o n ­
t r o l l e r  c h a r a c t e r i s t i c s  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  
s y s t e m  p a r a m e t e r s .  The  p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m s  
a r e  n o t  c o n s i d e r e d ;  t h e  e f f o r t  h e r e  i s  l i m i t e d  t o  an i n ­
v e s t i g a t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r i c  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  o p t i m a l  
s t r a t e g y  d e v e l o p e d  e a r l i e r .
4 . 1  SYSTEM EQUATIONS
To s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  p a r a m e t e r  v a r i a t i o n s ,  t h e  s y s t e m  
o f  c h a p t e r  I I  i s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  g e n e r a l  f o r m o f  e q u a t i o n
d 3 E a d 2 E _ ( 4 . 1 )
d t 3 d t 2
w h e r e  " a "  i s  a p a r a m e t e r .
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By p r o p e r l y  s e l e c t i n g  t h e  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  i t  i s  
o b s e r v e d  t h a t  t h e  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s  b e c o me  a s e t  o f  
p a r a l l e l  c u r v e s  i n  t h e  p r o j e c t i o n  p l a n e s  T h i s
c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s  f o r m s  t h e  b a s i s  
f o r  g e n e r a t i n g  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  c o m p u t e r  ( a c t i n g  
a s  a c o n t r o l l e r )  me mor y  w i t h o u t  a n y  m a t h e m a t i c a l  m a n i p u l a t i o n s  
He n c e  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t e r i x  i s  o f  t h e  f o r m  
1 0 1 / a 2
( 4 . 2 )0 1 - 1 / a
0 0 1
U s i n g  t h e  s t a t e  e q u a t i o n s  ( 2 . 4 )  t o  ( 2 . 6 )  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  
t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  Y1 - Y2 a nd  Y2 - Y3 p l a n e s  o f  
Y s p a c e  a r e  g i v e n  by
2 a 3 Y1 - 6 ( a 2 Y2 - s ) 2  =  Cl ( 4 . 3 )
a 2 Y2 + 6 £ n ( l - a 5 Y 3 )  = C2 ( 4 . 4 )
The  e q u a t i o n s  o f  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  a r e
(2 a 3Y1 + 6)  -  6 ( a 2 Y2 - 6 ) 2 = 0 ( 4 . 5 )
a 2 Y2 + 6 £ n (1 - a SY3)  = 0 ( 4 . 6 )
4 . 2  EVALUATION OF DERIVATIVES OF ERROR
I t  i s  n o t  a l w a y s  c o n v e n i e n t  t o  m e a s u r e  t h e  d e r i v a t i v e s  
o f  e r r o r  d i r e c t l y  by d i g i t a l  m e a n s .  T h e s e  d e r i v a t i v e s  c a n  be 
e a s i l y  d e t e r m i n e d  by u s i n g  s i m p l e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  The  
e r r o r  r a t e  i s  g i v e n  b y ^ 3 0 ^
E = E 2 ~ E l = 2 ~ i ( 4 . 7 )
t  2 - t  1 t  2 “ t  1
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Wh e r e
X I 2 E2 P r e s e n t  e r r o r  s a m p l e d  a t  t i m e  t 2
X I i  =  E ! = P r e v i o u s  e r r o r  s a m p l e d  a t  t i m e  t i
I f  s a m p l e s  o f  e r r o r s  a r e  t a k e n  a t  a c o n s t a n t  i n t e r v a l  o f
t i m e ,  t h e n
t 2 - t i  = At  ( 4 . 8 )
a n d
Eo -  E 1
E = __    ( 4 . 9 )
At
S i m i l a r l y  e r r o r  a c c e l e r a t i o n  may be  a p p r o x i m a t e d  a s
Eo -  2 E 1 + E XI 2 -  2X1 j + XIZ  X  0 =  Z  J Q
( A t ) *  ( At ) 2
( 4 . 1 0 )
w h e r e  Eo i s  t h e  e r r o r  r e c o r d e d  p r i o r  t o  E L. T h i s  m e t h o d  
o f f e r s  t h e  o b v i o u s  a d v a n t a g e  o f  r e q u i r i n g  o n l y  an e r r o r  
t r a n s d u c e r  t o  s u p p l y  s u f f i c i e n t  i n f o r m a t i o n  t o  e f f e c t  
c o n t r o l .  T h i s  i s  v e r y  s i g n i f i c a n t  a s  e r r o r  d e r i v a t i v e  
m e a s u r e m e n t  d e v i c e s  a r e  o f t e n  v e r y  c o m p l e x  a nd  e x p e n s i v e .
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4 . 3  GENERATION OF OPTIMUM CURVES AND THE SWITCHING STRATEGY.
When t h e  t r a n s f o r m e d  c o o r d i n a t e s  a r e  u s e d ,  t h e  
p r o j e c t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  t r a n s f o r m e d  
s p a c e  b e c o me  p a r a l l e l .  As s hown  i n  f i g u r e s  4 . 1 ( a )  a n d  
4 . 1 ( b ) ,  t h e  o p t i mu m t r a j e c t o r i e s  a r e  t h e  a c t u a l  s y s t e m  
t r a j e c t o r i e s  s h i f t e d  a l o n g  t h e  Y1 a x i s  i n  t h e  Y1 - Y2 p l a n e  
a n d  s h i f t e d  a l o n g  t h e  Y2 a x i s  i n  t h e  Y2 - Y3 p l a n e .  He n c e  
a n y  p o i n t  on t h e  o p t i mu m t r a j e c t o r y  b e a r s  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n s h i p  w i t h  t h e  p o i n t s  on t h e  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s .
I n  t h e  Y1 - Y2 p l a n e
Y1 o p t  = Y1 a c t  -  EH1 ( 4 . 1 1 )
I n  t h e  Y2 - Y3 p l a n e
Y2 o p t  = Y2 a c t  - EH2 ( 4 . 1 2 )
Whe r e  EH1 a n d  EH2 a r e  t h e  c u r v e  o f f s e t s  f r o m  t h e  o r i g i n  a nd  
Y1 a c t  a nd  Y2 a c t  a r e  t h e  a c t u a l  s y s t e m  r e s p o n s e  s t a t e s .
The  p r o j e c t i o n s  o f  o p t i mu m c u r v e s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
s y s t e m  t r a j e c t o r i e s  may be s t o r e d  i n  t h e  f o r m  o f  t a b l e s  i n  
t h e  c o m p u t e r  me mor y  a s  Y2 a f u n c t i o n  o f  Y1 a n d  Y3 i . e .
Y2p ( Y1 n ) i n  t h e  Y1 - Y2 p l a n e  a n d  a s  Y2m ( Y3m) i n  Y2 - Y3 
p l a n e .  S i n c e ' t h e  o t h e r  h a l f  o f  t h e  o p t i m a l  c u r v e s  i n  t h e  
o p p o s i t e  q u a d r a n t s  a r e  m e r e l y  m i r r o r  i m a g e s ,  c o m p a r i s o n  i s
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ma de  b e t w e e n  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  a c t u a l  s t a t e  a nd  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  a b s o l u t e  v a l u e s  f r o m  o p t i m u m  c u r v e s  
o b t a i n e d  by s t o r i n g  a nd  s h i f t i n g  a s  d e s c r i b e d  b e f o r e .  The  
me mor y  t a b l e s  may be  c o m p a r e d  a s
Yl „  = | Y12 I ( 4 . 1 3 )
Y3m = ! Y3 2 | ( 4 . 1 4 )
Y l 2 a n d  Y32 a r e  t h e  p r e s e n t  v a l u e s  o f  t h e  s y s t e m
s t a t e
YD1 = | Y2 n ( Y1 n -  | EH1 | ) | ( 4 . 1 5 )
YD2 = | Y2 m ( Y3m) | -  | EH2 | ( 4 . 1 6 )
The  s u b s c r i p t s  n a n d  m i n d i c a t e  a n y  p o i n t  i n  g e n e r a l  on t h e
o p t i m u m  ( s t o r e d )  c u r v e s .  YD1 i s  t h e  o p t i m u m  v a l u e  o f  Y2 
f r o m  t h e  s t o r e d  c u r v e  i n  Y1 -  Y2 p l a n e  a n d  YD2 i s  t h e  
o p t i m u m  v a l u e  o f  Y2 f r o m  t h e  s t o r e d  c u r v e  i n  Y2 - Y3 p l a n e .
YC = YD1 I F  YD1 >. YD2 ( 4 . 1 7 )
YC = YD2 I F  YD1 < YD2
The  o p t i m u m  v a l u e  YC o f  Y2 e n a b l e s  t h e  c o n t r o l l e r  t o  be 
c e r t a i n  t h a t  t h e  s y s t e m  h a s  c h a n g e d  r e g i o n  i n  b o t h  t h e  
p l a n e s .  F o r  o p t i m u m  s w i t c h i n g  t h e  c o n d i t i o n  i s  t h e r e f o r e
| Y 2 2 I * VC ( 4 . 1 8 )
4 . 4  THE SWITCHING SEQUENCE
Fr om t h e  s t r a t e g y  d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  
o p t i m u m  s w i t c h i n g  c a n  be e a s i l y  e f f e c t e d  by a s i m p l e  t a b l e  
f i l l - i n  a nd  c o m p a r i s o n  t e c h n i q u e .  H o w e v e r ,  s i n c e  s w i t c h i n g  
s h o u l d  o c c u r  i n  a p p r o p r i a t e  q u a d r a n t s ,  t h e  s w i t c h i n g  s e q u e n c e
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s h o u l d  be p r o p e r l y  m a i n t a i n e d .  T h i s  i s  e a s i l y  a c c o m p l i s h e d
by p r e - s e t t i n g  v a r i o u s  p o i n t s  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r y  a nd
p r o p e r l y  a s s i g n i n g  t h e  c o n t r o l l e r  o p e r a t i o n  t o  be  p e r f o r m e d
a t  e a c h  o f  t h e s e  p o i n t s .  The  p o i n t s  Pi  ( i  = 1 , 2 , 3 , ..............>11)
s h o wn  i n  f i g u r e s  4 . 1 ( a )  a n d  4 . 1 ( b )  h a v e  t h e  f o l l o w i n g
o p e r a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e m .
P l5 S t a r t  c o m p a r i n g  a c t u a l  r e s p o n s e  w i t h  
b l a n k  t a b l e .
P 2 , S t a r t  t o  f i l l  i n  t a b l e s  (Y1 v / s  Y2)  a nd  (Y2 v / s  Y3)  
a f t e r  s w i t c h i n g  on s g n ( Y l )
P 3 , S t o p  f i l l i n g  i n  t a b l e  (Y2 v / s  Y 3 ) .  S t o r e  EH2
Pi t ,  S t o p  f i l l i n g  i n  t a b l e  (Y1 v / s  Y 2 ) .  S t o r e  EH1
S t a r t  c o m p a r i n g  t a b l e s  w i t h a c t u a l r e s p o n s e .
P 5 > S y s t e m  r e a d y  f o r  s w i t c h i n g , s t a r t  d e l a y  i n  s w i t c h i n g .
P 6 > S w i t c h  a n d  r e v e r s e  f o r c e  on r e l a y .
P 7 > S t a r t  c o m p a r i n g  t a b l e s  w i t h a c t u a l r e s p o n s e  on s g n  ( Y2)
P 8 > S w i t c h  o p t i m a l l y
P 9 > U n w a n t e d  d e l a y e d  s w i t c h i n g
Pi  0 , S t a r t  c o m p a r i n g  t a b l e s  w i t h a c t u a l r e s p o n s e  on s g n  ( Y2)
P i  1 , Swi  t c h  o p t i m a l l y .
The  c o m p a r e  c y c l e  s t a r t s  on e a c h  c h a n g e  o f  s g n  ( Y 2 ) .  The  
t a b l e s  f i l l  i n  s t a r t s  on c h a n g e  o f  s g n  ( Y l ) .  To a v o i d  
u n d e s i r a b l e  r e s p o n s e s  t h e  t a b l e s  s h o u l d  be f i l l e d  i n  o n l y  
a f t e r  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  f o l l o w i n g  i n i t i a t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e .  
T h i s  may be  c o n v e n i e n t l y  i m p l e m e n t e d  by s e t t i n g  an  i n d e x  K 
a n d  n o t  f i l l i n g  i n  t h e  t a b l e s  i f  K>1.  The  i n d e x  K i s
R eproduced with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
75
i n c r e a s e d  by u n i t y  a f t e r  e a c h  s w i t c h i n g , a n d  i s  v a r i e d
t h r o u g h o u t  t h e  c o n t r o l l e r  o p e r a t i o n .  The  v a r i o u s  v a l u e s
o f  K c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  Pi  on t h e  f i g u r e s  4 . 1 ( a )  a n d
4 . 1 ( b )  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  3 .
TABLE 3
RELATIONSHI P BETWEEN Pi  & K
P o s i t i o n  o f  t h e  
s t a t e  p o i n t  I n d e x  K
IC  > P 2 0
P 2 1
P 2  ► P ,  1
P 4 2
P l+  > P 6 2
Pe 3
P 6  > P 8 3
P 8 4
p . o r i g i n  4
r  8 *
I n  c a s e  t h e  s y s t e m  h a s  d e l a y e d  s w i t c h i n g  a t
P 9
P 9 ( i n s t e a d  o f  P 8 ) 4
P g >  P 1 1 4
Pi  i 5
P 1 1   o r i g i n  5
4 . 5  E F F E C T  O F  C H A N G E  I N  P A R A M E T E R  " a "
I f  a n y  c h a n g e  i n  p a r a m e t e r  o c c u r s ,  t h e  o p t i m u m  
t r a j e c t o r y  i s  m o d i f i e d  a u t o m a t i c a l l y .  T h i s  c a n  be  e x p l a i n e d  
by c o n s i d e r i n g  t h e  f a c t  t h a t  t h e  me mo r y  w i l l  be  r e f i l l e d
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Y 2
DESIRES 
DELAY / p 5 N ^
FOURTH SWITCHK=2
P 7EHI
P I OP 4 K=4'
K ~ 4 \
THIRD SWITCH 
(DELAYED)
P J — / t h i r d  SWITCH
P 3ACTUAL \  
TRAJECTORY
\  OPTIMUM
TRAJECTORY
P3
K=0
FIRST SWITCHP 2
Fig 4 . 1 ( a )  GENERATION OF OPT IMUM C U R V E S
AND SWITCHING SEQUENCE IN YI-Y2 P L A N E -
R eproduced  with perm ission o f the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
77
Y 3
SECOND SWITCH
/ P 5
ACTUAL
T R A J E C T O R Y P 4
P , L  F O U R T H  
' /  S W IT C H
P ‘IQ
K = 3K = 5
Y2/EH 2
P 3
THIRD SWITCH
K=
THIRD SWITCH 
DELAYEDP 7
P 9 /  O P T I M U
P 2
M T R A J E C T O R Y
F i e  4 . 1 ( b )  G E N E R A T I O N  O F  O P T I M U M  C U R V E S  
AND S W I T C H I N G  S E Q U E N C E  IN Y 2 - Y 3  P LAN E
R eproduced  with perm ission o f the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
7 8
e a c h  t i m e  K= 1 , a nd  t h e  s y s t e m  a l w a y s  h a s  a new r e f e r e n c e  
g e n e r a t e d  by i t s e l f  t o  c o m p a r e  w i t h  f o r  t h e  o p t i m u m  
s w i t c h i n g .  C h a n g e s  i n  s y s t e m  p a r a m e t e r  w i l l  y i e l d  new 
t r a j e c t o r i e s , b u t  t h e  s y s t e m  w i l l  be  a b l e  t o  d i s c e r n  
t h e s e  c h a n g e s  b e c a u s e  o f  t h e  new s w i t c h i n g  t a b l e s .  The
f i r s t  new r e s p o n s e  s h o u l d  e x h i b i t  o n e  o v e r s h o o t  b e f o r e  
s w i t c h i n g  o p t i m a l l y ,  a n d  t h e  n e x t  r e s p o n s e  s h o u l d  be  o p t i m u m .
B e c a u s e  t r a n s f o r m e d  c o o r d i n a t e s  a r e  u s e d ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
r e q u i r e s  t h e  k n o w l e d g e  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r  " a " ,  
a n d  t h i s  l e a d s  t o  d y n a m i c  i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m s  w h i c h  a r e  
n o t  w i t h i n  t h e  s c o p e  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  H o w e v e r ,  i f  t h e  
p a r a m e t e r s  c h a n g e  g r a d u a l l y  a n d  w i t h i n  c e r t a i n  s m a l l  l i m i t s ,  
t h e  m e t h o d  c a n  be  e f f e c t i v e  f o r  o b t a i n i n g  n e a r l y  o p t i m a l
c o n t r o l  i f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  i n s e n s i t i v e  t o
II - Ita •
The  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  v a l u e  o f  
" a "  i s  now c o n s i d e r e d .  U s i n g  t h e  e q u a t i o n  ( 4 . 2 )  t h e  t r a n ­
s f o r m a t i o n  e q u a t i o n s  a r e
Y1 = XI - XI  ( 4 . 1 9 )
a 2
Y2 = X2 + X3_ ( 4 . 2 0 )
a
Y3 = X3 ( 4 . 2 1 )
Fr om e q u a t i o n s  ( 4 . 1 9 )  t o  ( 4 . 2 1 )  o n e  c a n  o b s e r v e  t h a t  o n l y  t h e  
v a r i a b l e s  Y1 a n d  Y2 i n v o l v e  t h e  p a r a m e t e r  " a " .  A l s o  f r o m  
e q u a t i o n  ( 4 . 6 )  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  maxi mum v a l u e  o f  X3
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d e c r e a s e s  a s  " a "  i n c r e a s e s .
F o r  " a "  b e t w e e n  1 . 0  a n d  5 . 0 ,  t h e  v a l u e s  o f  X3 / _  a n d  X3 /  2
a  a
a r e  s hown i n  T a b l e  4 .  The  c h a n g e  i n  X3 /  a n d  X3/  2 v a l u e s
a  a
i s  q u i t e  l a r g e  f o r  a c h a n g e  i n  " a "  f r o m  1 . 0  t o  2 . 0 .  I t  
s e e ms  u n l i k e l y ,  an  a p p r o x i m a t e  c o n t r o l l e r  s e t t i n g  w o u l d  be 
s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  f o r  t h i s  r a n g e  o f  s y s t e m  p a r a m e t e r  
v a l u e s .  H o w e v e r ,  f o r  " a "  v a l u e s  g r e a t e r  t h a n  2 . 0 ,  a f i x e d  
a p p r o x i m a t e  c o n t r o l l e r  s e t t i n g  may l e a d  t o  p e r f o r m a n c e  t h a t  
i s  n e a r l y  o p t i m a l .  F o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  c o n t r o l l e r  p a r a m e t e r  
i s  s e t  a t  2 . 5 ,  t h e  v a l u e s  X3 / 2 5 a n d  X3 / ^ s e e m c l o s e  e n o u g h  
t o  t r u e  v a l u e s  t o  be  u s e d  a s  t h e  c o n t r o l l e r  s e t t i n g  i n c l u d e d  
i n  T a b l e  4 .  I f  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  u s e d ,  t h e n  t h e  f i n a l  
s w i t c h i n g  d o e s  n o t  p a s s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s .  H o w e v e r ,  a s  t h i s  i s  o n l y  an  a p p r o x i m a t i o n ,  i t  i s  
t o  be  e x p e c t e d  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  w i l l  n o t  now be a b s o l u t e l y  
o p t i m a l .
4 . 6  SIMULATION RESULTS
To s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  p a r a m e t e r  v a r i a t i o n  on t h e  c o n t r o l  
s t r a t e g y ,  s i m u l a t i o n  r u n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  on a d i g i t a l  
c o m p u t e r  u s i n g  t h e  f l o w  c h a r t s  g i v e n  i n  t h e  a p p e n d i x  i n  
f i g u r e  4 . 2 . ,  The  c o n t r o l l e r  p a r a m e t e r  was  s e t  a t  2 . 5 .
F i g u r e s  4 . 3 ( a )  t o  4 . 3 ( c )  s h o w t h e  p l o t t e r  r e s u l t  f o r  v a r i o u s  
v a l u e s  o f  p a r a m e t e r  " a " .  F o r  e a c h  p a r a m e t e r  t h e  f i r s t  
s w i t c h i n g  i s  e f f e c t e d  a t  t h e  c h a n g e  i n  s g n ( Y l )  d u e  t o  t h e  
a b s e n c e  o f  a s t o r e d  t r a j e c t o r y .
Of  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i s  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  c o n t r o l
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T A B L E  4
EFFECT OF PARAMETER VARIATION ON THE TRANSFORMATION MATRIX
r a m e t e r Max X3 X3/ a X 3 /  a 2 X 3 / 2 . 5 X 3 /  6 .
I t  -  Hd
1 1 1 1
1 . 2 5 0 . 8 0 . 6 4 0 . 5 1
1 . 5 0 . 6 7 0 . 4 4 0 . 2 9
1 . 7 5 0 . 5 7 0 . 3 2 0 . 1 9
2 . 0 0 . 5 0 0 . 2 5 0 . 1 2 5 0 . 2 0 . 0 8
2 . 5 0 . 4 0 0 . 1 6 0.  06 0 . 1 6 0 . 0 6
3 . 0 0 . 3 3 0 . 1 1 0 . 0 3 0 . 1 3 0.  05
4 . 0 0 . 2 5 0 . 0 6 0 . 0 1 0 . 1 0 0 . 0 4
5 . 0 0 . 2 0 0 . 0 4 0 . 0 0 8 0 . 0 8 0 . 0 3
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s t r a t e g y  when t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r  c h a n g e s  f r o m  o n e  v a l u e  
t o  t h e  o t h e r .  I n  f i g u r e  4 . 4  t h e  r e s p o n s e s  a r e  g i v e n  f o r  
t h e  s i t u a t i o n  when t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r  c h a n g e s  f r o m  2 t o  3:  
T a b l e  5 s h o ws  t h e  f i n a l  v a l u e s  f o r  t h e  r u n s  when t h e  
t r a j e c t o r y  j u s t  e n t e r s  an a r b i t r a r y  t a r g e t  v o l u me  d e f i n e d  
by E = ± 0 . 0 7 ,  E = ± 0 . 1 3 ,  E = ± 0 . 0 9 .  Run 1 ,  w h i c h  i s  n o t  
i n c l u d e d  i n  f i g u r e  4 . 4  b e c a u s e  o f  s c a l e ,  i s  t h e  s a me  a s  t h e  
r u n  c o r r e s p o n d ! - ng t o  a = 2 i n  f i g u r e  4 . 3 ( a ) .  Run 2 u s e s  t h e  
s a me  p a r a m e t e r  v a l u e  ( a = 2 ) ,  b u t  u s e s  t h e  p r e v i o u s l y  s t o r e d  
t r a j e c t o r y  v a l u e s  i n  o r d e r  t o  a r r i v e  a t  t h e  s t e a d y  s t a t e  i n  
a t i m e  s h o r t e r  t h a n  t h a t  u s e d  f o r  r u n  1 .  The  r e s p o n s e  f o r  
r u n  2 i s  n e a r l y  o p t i m a l .  Run 3 ,  f o r  w h i c h  t h e  s y s t e m  
p a r a m e t e r  i s  now c h a n g e d  t o  3 ,  u s e s  t h e  s t o r e d  t r a j e c t o r y  
( a = 2 )  f o r  t h e  f i r s t  s w i t c h ,  a f t e r  w h i c h  t h e  s y s t e m  g e n e r a t e s  
a new t a b l e  o f  t r a j e c t o r y  v a l u e s .  T h i s  c a u s e s  an  o v e r s h o o t  
r e s u l t i n g  i n  s u b o p t i m a l  p e r f o r m a n c e .  The  p e r f o r m a n c e  i s  
i m p r o v e d  i n  r u n  4 by u s i n g  t h e  n e w l y  s t o r e d  t r a j e c t o r y  v a l u e s  
f o r  t h e  c o n t r o l .  The  t o t a l  t i m e  f o r  r u n  4 i s  n o t  n e c e s s a r i l y  
o p t i m a l ,  b u t  i t  i s  b e s t  a c h i e v a b l e  w i t h  t h e  s t r a t e g y  o u t l i n e d .  
The  p e r f o r m a n c e  i s  s u b o p t i m a l  d u e  t o  a p p r o x i m a t i o n s  i n t r o d u c e d  
i n  d e r i v a t i v e s  o f  e r r o r  f o r m u l a t i o n  a n d  t h e  f i x e d  s e t t i n g  o f  
t h e  c o n t r o l l e r  v a r i a b l e .
F i g u r e s  4 . 5  t o  4 . 7  s how t h e  r e s u l t s  f o r  s i m i l a r  p a r a m e t e r  
v a r i a t i o n s  when t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r  c h a n g e s  f r o m  3 t o  2 ,  3 
t o  6 a n d  5 t o  6 r e s p e c t i v e l y .
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T A B L E  5
EFFECT OF PARAMETER VARIATION ON SYSTEMS RESPONSE
C o n t r o l l e r  P a r a m e t e r  " a 1 2 . 5
SYSTEM PARAMETER RUN FINAL
TOTAL
NORMALIZED
TIME
Ch a n g e " a " E E E
2 t o  3 2 1 - 0 . 0 2 0 . 0 8 0 . 0 9 1 5 . 3 5
2 0 . 0 1 - 0 .  07 - 0 .  09 7 . 1 1
3 3 0 . 0 2 - 0 .  04 - 0 . 0 9 7 . 8 5
4 - 0 . 0 7 0 . 1 3 - 0 . 0 8 6 . 0 7
3 t o  2 3 1 0 . 0 7 - 0 . 1 2 0.  01 14 . 5 4
2 - 0 . 0 6 0 . 0 9 0.  09 5 . 7 1
2 3 - 0 .  04 0 . 1 3 - 0 . 0 0 5 6 . 5 2
4 0 . 0 4 0 . 0 2 0.  09 4 . 7 0
3 t o  6 3 1 0.  07 - 0 . 1 2 0.  01 1 4 . 5 4
2 - 0 . 0 6 0 . 0 9 0 . 0 9 5 . 7 1
6 3 - 0 .  04 - 0 .  02 - 0 .  09 1 0 . 7 4
4 0 . 0 2 0 . 0 2 0 . 0 9 7 . 2 2
5 t o  6 5 1 - 0 .  07 - 0 .  02 - 0 . 0 0 1 1 6 . 6 8
2 0.  07 0 . 0 2 0.  001 6 . 6 4
6 3 - 0 . 0 6 - 0 .  08 0.  01 11 . 38
4 0 . 0 6 0 . 0 7 - 0 . 0 1 7 . 8 0
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CHAPTER V
SWITCHING STRATEGIES FOR OPTIMAL CONTROL:
S y s t e m s  w i t h  One I n t e g r a t o r  a n d  Two Ti me  C o n s t a n t s
5 . 1  SYSTEM EQUATIONS
The  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  d e s c r i b i n g  a g e n e r a l  s y s t e m  o f
t h e  t y p e c o n s i d e r e d  i n C h a p t e r  I I I , c a n  be  w r i t t e n  a s
d 3E + ( 1 + a ) d2E + a dE 6 ( 5 . 1 )
d t 3 d t 2 d t
Wh e r e  " a " i s t h e  p a r a m e t e r .
By f o l l o w i n g a D r o c e d u r e  s i m i l a r  t c t h a t u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s
c h a p t e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  i s
1 1 1 "
P = 0 - 1 - a ( 5 . 2 )
0 1 a 2
a n d  t h e  t r a n s f o r m e d  c o o r d i n a t e s  a r e  r e l a t e d  by t h e  e q u a t i o n
Yl " ’  i i + a l ~ Xl "
a a
Y 2 = 0 a JL , . X2 ( 5 . 3 )
i-<a ( i - a  )
_ Y3 _ 0 i l X3
a ( a - i )  a ( a - i )
l
The  p h a s e t r a j e c t o r i  e s i n  t h e  Y1 - Y2 a nd Yl - Y3 p l a n e s  a r e
o b t a i  ne d a s
a Yl . + 6 t n C i + ( a - i )  6 Y2] = Cl ( 5 . 4 )
a 2Yl + 6 i  n  [  i - a 2 ( a - ! ) SY3] = C2 ( 5 . 5 )
90
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a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r i e s  a r e
a Yl + 6«,r)[ 1 + ( a  - 1 ) 6 Y2]  = 0  ( 5 . 6 )
a 2 Y1 + 6 A n C i - a 2 ( a - i )  6 Y3]  = 0  ( 5 . 7 )
The  d e r i v a t i v e s  o f  e r r o r  c a n  be  f o r m e d  u s i n g  e q u a t i o n s  
( 4 . 7 )  t o  ( 4 . 1 0 ) .
(31 )
5 . 2  GENERATION OF OPTIMUM CURVES AND THE SWITCHING STRATEGY '
As s e e n  i n  f i g u r e s  5 . 1 ( a )  a n d  5 . 1 ( b ) ,  t h e  o p t i m u m  
s w i t c h  c u r v e s  a r e  t h e  a c t u a l  s y s t e m  t r a j e c t o r i e s  s h i f t e d  
a l o n g  Yl a x i s .  He n c e  a n y  p o i n t  on t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r y  
b e a r s  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  w i t h  t h e p o i n t s  on t h e  
s y s t e m  t r a j e c t o r i e s .
I n  t h e  Yl -  Y2 p l a n e
Yl o p t  = Y l a c t  - EH1 ( 5 . 8 )
I n  t h e  Yl -  Y3 p l a n e
Y l o p t  = Y l a c t  - EH2 ( 5 . 9 )
Wh e r e  EH1 a n d  EH2 a r e  t h e  c u r v e  o f f s e t s  f r o m  t h e  o r i g i n  a n d  
Y l a c t  i s  a c t u a l  s y s t e m  s t a t e .
The  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  o p t i m u m  c u r v e s  may be s t o r e d  a s  
Yl a f u n c t i o n  o f  Y2 a n d  Y3 i . e .  Yi n  ( Y2 n )  i n  t h e  Yl -  Y2 
p l a n e  a n d  Ylm (Y3m)  i n  t h e  Yl - Y3 p l a n e .  S i n c e  t h e  o t h e r  
h a l f  o f  t h e  o p t i m a l  c u r v e s  a r e  m i r r o r  i m a g e s  c o m p a r i s o n  i s  
made  b e t w e e n  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  a s
Y2n = | Y 2 2 | ( 5 . 1 0 )
Y3m = 1 Y3 2 I ( 5 . 1 1  )
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Y2 2 a nd  Y 3 2 a r e  t h e  p r e s e n t  s y s t e m  s t a t e s
YD1 = | Y l n  ( Y2 w) |  ~ | EH1 |  ( 5 . 1 2 )
YD2 = 1Ylm ( Y3m) |  - | EH2 j ( 5 . 1 3 )
The  s u b s c r i p t s  n a nd  m i n d i c a t e  a n y  p o i n t  i n  g e n e r a l  on t h e  
s t o r e d  c u r v e s .  YD1 i s  t h e  o p t i m u m  v a l u e  o f  Yl f r o m  t h e  
s t o r e d  c u r v e  f o r  t h e  Yl - Y2 p l a n e  a n d  YD2 i s  t h e  o p t i m u m  
v a l u e  o f  Yl i n  t h e  Yl - Y3 p l a n e .
YC = YD1 I F  YD1 5 YD2 ( 5 . 1 4 )
YC = YD2 I F  YD1 < YD2 ( 5 . 1 5 )
Th e  v a l u e  o f  YC e n a b l e s  t h e  c o n t r o l l e r  t o  be c e r t a i n  t h a t  
t h e  s y s t e m  h a s  c h a n g e d  r e g i o n  i n  b o t h  t h e  p l a n e s .
F o r  o p t i m u m  s w i t c h i n g  t h e  c o n d i t i o n  i s  t h e r e f o r e
| Yl 2 | >. YC ( 5 . 1 5 )
5 . 3  THE SWITCHING SEQUENCE
To o b t a i n  p r o p e r  s w i t c h i n g  s e q u e n c e  v a r i o u s  p o i n t s  a r e  
s e t  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r y  a nd  p r o p e r  c o n t r o l l e r  o p e r a t i o n s  
a r e  a s s i g n e d  t o  e a c h  o f  t h e s e  p o i n t s .  The  p o i n t s  Pi  
( i  = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2  a n d  1 3 )  i n  f i g u r e s  5 . 1 ( a )  
a n d  5 . 1 ( b )  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  o p e r a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h e m
P l 5 S t a r t  c o m p a r i n g  a c t u a l  r e s p o n s e  w i t h  b l a n k  t a b l e  
P 2 , S t a r t  c h e c k i n g  f o r  | Y 2 2 - Y 2 j_ | <e a f t e r  c h a n g e  o f  
s g n ( Y l )
Y22 a nd  Y2j  a r e  t h e  p r e s e n t  a n d  p a s t  v a l u e s  o f  t h e  s t a t e  Y2.
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Y2
FIRST 1 
SWITCH
P 2
P  4
K = l
K = 0
PI OTHIRD 
SWITCH ^  
(DELAYED)
THIRD
SWITCH
P 9
P 5
ACTUAL
T R A J E C T O R Y
K=2 F O U R T H  
Pi3\ S W I T C HP 6
S E C O N  D 
'SWITCHP 7
OPTIMUM
^ T R A J E C T O R YDESI RED
D E L A Y
F i g 5 . 1  ( a )  G E N E R A T I O N  O F  O P T I M U M  CURVES 
AND S W I T C H I N G  S E Q U E N C E  IN Y I - Y 2  PLANE-
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Y3
P 8
"sECO N D 
S W I T C H
P 7 i
P 6
P 5
ACTUAL "------
T R A J E C T O R Y F O U R T H
SWITCH
K=2
PI2
P 4  /  E H2
4 P 9
JHI RD
SWITCHK=| THIRD I
SWITCH^^I ;
( D E L A Y E D )  I
P I O
K= 0
FI RST 
SWI TC H
O P T I  MUM 
T R A J E C T O R Y
P 3
Fig 5 . 1 (b) G E N E R A T I O N  OF O P T I M U M  C U R V E S  
AND SWITCHING S E Q U E N C E  IN Y I - Y 3  P L A N E
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Th e  f u n c t i o n  c h e c k s  i f  t h e  s y s t e m  h a s  r e a c h e d  t h e  s t a g e  
whe n  t h e r e  i s  p r a c t i c a l l y  no c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  Y2 i.e. 
t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  p r e s e n t  a n d  p a s t  v a l u e s  o f  Y2 
i s  l e s s  t h a n  a s m a l l  q u a n t i t y  e n e c e s s a r y  d u e  t o  d i g i t a l  
n a t u r e  o f  t h e  d a t a .
P 3 , S w i t c h  t h e  r e l a y  a n d  s t a r t  f i l l i n g  i n  t a b l e s  (Yl  v / s  Y2)  
a nd  (Yl  v / s  Y3)
P 4 , S t o p  f i l l i n g  i n  t a b l e  (Yl  v / s  Y 3 ) .  S t o r e  t h e  o f f s e t  EH2 
P 5 , S t o p  f i l l i n g  i n  t a b l e  (Yl  v / s  Y 2 ) .  S t o r e  EH1 
P 6 , S t a r t  c o m p a r i n g  t a b l e s  w i t h  a c t u a l  r e s p o n s e ' a f t e r  c h a n g e  
o f  s g n ( Y l )
P 7 , S y s t e m  r e a d y  f o r  s w i t c h i n g .  S t a r t  d e l a y  i n  s w i t c h i n g .
P 8 , S w i t c h  a nd  r e v e r s e  f o r c e  on r e l a y .
P 9 , S t a r t  c o m p a r i n g  t a b l e s  w i t h  a c t u a l  r e s p o n s e .
P 1 0 , S w i t c h  o p t i m a l l y
P l l 9  U n w a n t e d  d e l a y e d  s w i t c h i n g .
P 1 2 , S t a r t  c o m p a r i n g  t a b l e s  w i t h  a c t u a l  r e s p o n s e  on c h a n g e  
o f  s g n  ( Yl )
P i 3 , S w i t c h  o p t i m a l l y .
The  c o m p a r e  c y c l e  s t a r t s  on e a c h  c h a n g e  o f  s g n ( Y l ) .  As 
d e s c r i b e d  e a r l i e r  i n  c h a p t e r  IV t h e  i n d e x  K i s  s e t  t o  a v o i d  
u n d e s i r a b l e  r e s p o n s e s .  The  v a r i o u s  v a l u e s  o f  K c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  p o i n t s  Pi  on t h e  f i g u r e s  5 . 1 ( a )  a n d  5 . 1 ( b )  a r e  g i v e n  
in t a b l e  5 .
5 . 4  EFFECT OF CHANGE IN PARAMETER " a "
The  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  i n
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RELATION BETWEEN Pi  AND K
P o s i t i o n  o f  t h e  
s t a t e  p o i n t  I n d e x  K
IC  > P 3 0
P 3 1
P 3 ------ *  P 5 1
P 5 2
P 5 ------ *  Ps  ‘ 2
P 8 ■ 3
P 8 --------^  P 1 0 3
Pl O 4
Pi  o ^  o r i g i n  4
In c a s e  s y s t e m  has  d e l a y e d  s w i t c h i n g  a t  P n  
P ! I n s t e a d  o f  P ! o ) 4
p 1 1------ ^  P 1 3 4
P 1 3 3
P i 3 ~ — ^ o r i g i n  5
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e q u a t i o n  ( 5 . 3 )  a nd  i t  c a n  be  s e e n  t h a t  t h e  c h a n g e  i n
p a r a m e t e r  " a "  i n v o l v e s  t h e  c h a n g e  i n  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s
X2 a nd  X3.  By u s i n g  t h e  s a me  p r o c e d u r e  a s  u s e d  i n  s e c t i o n
4 . 5  t h e  k n o w l e d g e  o f  " a "  i s  f o u n d  t o  be  r e q u i r e d  f o r  a <3  t o
g e t  t h e  p r o p e r  t r a n s f o r m e d  c o o r d i n a t e s .  F o r  a >3  t h e  a p p r o x i m a t e
e q u a t i o n s  a r e :
5 . 5  SIMULATION RESULTS
The  l o g i c  f l o w  d i a g r a m  i s  g i v e n  i n  f i g u r e  5 . 2  ( s e e
a p p e n d i x ) .  The  e f f e c t  o f  c h a n g e  i n  p a r a m e t e r  " a "  on t h e
s y s t e m s  t i m e  r e s p o n s e  w i t h  c o n t r o l l e r  p a r a m e t e r  s e t  a t  3 . 5  
i s  g i v e n  f i g u r e s  5 . 3 ( a )  t o  5 . 3 ( c ) .
The  f i g u r e s  5 . 4  t o  5 . 7  d e s c r i b e  t h e  c o n t r o l  s t r a t e g y
f o r  a d i f f e r e n t  s e t  o f  p a r a m e t e r  c h a n g e s .  The  v a r i o u s  
r u n s  1 t o  4 a r e  t h e  s ame  a s  e x p l a i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  
The  t a r g e t  v o l u me  i s  d e f i n e d  by E = ± 0 . 0 2 ,  E = ± 0 . 0 6  a nd  
E = + 0 . 0 1 .  The  t o t a l  n o r m a l i z e d  t i m e s  f o r  t h e s e  r u n s  a nd  
t h e  f i n a l  s t e a d y  s t a t e  v a l u e s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  7 .
Yl = XI + 1 . 29X2  + 0 . 2 8 5 X 3  
Y2 -  -  ( 1 . 4 0 X 2  + 0 . 4 X 3 )
Y3 = - 0 . 1 1 4 ( X2  + X3 ) '
( 5 . 1 6 )
( 5 . 1 7 )
( 5 . 1 8 )
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T A B L E  7
EFFECT OF PARAMETER VARIATION ON SYSTEMS RESPONSE 
C o n t r o l l e r  P a r a m e t e r  " a "  = 3 , 5
TOTAL
SYSTEM PARAMETER RUN FINAL NORMALIZED
TIME
Ch a n g e II  ^ II a E E E
3 t o  4 3 1 0 . 0 1 0 . 0 5 - 0 . 0 1 7 . 0 7
2 - 0 .  01 0.  05 0 .  02 3 . 5 9
• 4 3 0 . 0 0 8 0.  02 0 . 0 1 3 . 7 8
4 - 0 . 0 1 0 . 0 4 0 . 0 1 4 . 0 1
4 t o  3 4 1 0 . 0 1 - 0 . 0 3 - 0 . 0 1 6 . 7 3
2 - 0 . 0 1 0 . 0 3 0 . 0 2 3 . 9 4
3 3 0 . 0 1 - 0 . 0 4 - 0 . 0 1 3 . 8 2
4 - 0 . 0 1 0 . 0 5 0 . 0 2 3 . 66
3 t o  6 3 1 0.  01 0 . 0 5 - 0 . 0 1 7 . 0 7
2 - 0 .  01 0 .  05 0.  02 3 . 5 9
6 3 0.  005 0 . 0 1 0 .  01 4 . 7 2
4 0 . 0 1 0 . 0 2 0 . 0 1 4 . 8 6
6 t o  7 6 1 0.  008 - 0 .  01 - 0 .  01 11 . 6 4
2 - 0 . 0 0 8 0 . 0 1 0.  01 4 . 8 0
7 3 0 . 0 1 - 0 . 0 4 0 . 0 1 4 . 8 0
4 - 0 . 0 0 9 0.  01 0 . 0 1 5 . 3 2
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Y2
a =2
0 - 5a =3
a = 4
0 ' S
-0*5
Fig 5 . 3 ( a )
YI -  Y 2  P R O J E C T I O N S  OF SYSTEM TRAJECTORIES
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CHAPTER VI 
CONCLUSIONS
On t h e  b a s i s  o f  t h e  s t u d i e s  made  f o r  t h e  t wo t h i r d  o r d e r  
s y s t e m s ,  i t  c a n  be s a i d  t h a t  i f  t h e  f i r s t  s w i t c h i n g  i s  
d e l a y e d  by 0 . 1 1  u n i t s  o f  t i m e  a f t e r  t h e  s y s t e m  c h a n g e s  
r e g i o n s ,  o p t i mu m r e s p o n s e  w i l l  be a c h i e v e d .  I f ,  d u e  t o  
s ome  r e a s o n s ,  t h e  s e c o n d  s w i t c h i n g  f a i l s  t o  b r i n g  t h e  
s y s t e m  t o  r e s t ,  t h e  s y s t e m  w i l l  s t i l l  be  i n  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  o r i g i n  a n d  a n o t h e r  s w i t c h i n g  w i l l  b r i n g  t h e  s y s t e m  
t o  s t e a d y  s t a t e ,  t h e  t i m e  r e q u i r e d  f o r  s u b s e q u e n t  s w i t c h i n g s  
b e i n g  v e r y  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  o p t i m a l  r e s p o n s e  t i m e  
o f  t h e  s y s t e m .  One mo r e  i m p o r t a n t  f a c t  t o  n o t e  i s  t h a t  
t h e  l o g i c  c i r c u i t r y  r e q u i r e d  f o r  t h e  c o n t r o l l e r  f o r  e a c h  o f  
t h e  t wo s y s t e m s  i s  t h e  s a m e ,  e x c e p t  t h a t  t h e  i n p u t s  a r e  
d i f f e r e n t .  Th u s  w i t h  t h e  p r e - k n o w l e d g e  o f  t h e  d e s i g n  
e q u a t i o n s  t h e  s a me  c o n t r o l l e r  c a n  be u s e d  f o r  d i f f e r e n t  t h i r d  
o r d e r  s y s t e m s ,  o n l y  t h e  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s  n e e d  be  c h a n g e d .  
The  t e c h n i q u e  o f  d e v e l o p i n g  t i m e  o p t i m a l  c o n t r o l l e r s  u s i n g  
l o g i c  i s  q u i t e  s i m p l e  a nd  r e q u i r e s  no e l a b o r a t e  c a l c u l a t i o n s  
a n d  m o r e o v e r ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  s u c h  c o n t r o l l e r s  w i l l  be 
c h e a p e r  i n  c o s t .
When a t t e m p t i n g  t o  g e n e r a t e  o p t i mu m t r a j e c t o r i e s  i n  a 
c o m p u t e r  w i t h o u t  m a t h e m a t i c a l  m a n i p u l a t i o n s ,  i t  i s  n o t e d  t h a t  
i n i t i a l l y  no o p t i m u m  t r a j e c t o r y  e x i s t s  i n  t h e  c o m p u t e r  me mo r y .  
The  s w i t c h i n g  c r i t e r i o n s  a r e  t h e r e f o r e  m o d i f i e d  t o  s w i t c h  
f i r s t  t i m e  on t h e  c h a n g e  o f  S g n ( Y l )  f o r  t h e  f i r s t  s y s t e m  a nd
106
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on | Y2 2 - Y2 ! | <e f o r  t h e  l a t e r .  Th u s  an e x t r a  s w i t c h i n g  
i s  r e q u i r e d  t o  i n i t i a l l y  g e n e r a t e  t h e  o p t i mu m c u r v e  i n  t h e  
c o m p u t e r  me mo r y .  I n t h i s  c a s e  t h e  f i r s t  r e s p o n s e  i s  s u b -  
o p t i m a l .  H o w e v e r ,  i f - t h e r e  i s  no c h a n g e  i n  p a r a m e t e r s  and  
t h e  s y s t e m  s t a r t s  a g a i n  f r o m  t h e  s a me  o r  a new i n i t i a l  
c o n d i t i o n ,  t h e  s y s t e m  w i l l  s w i t c h  o p t i m a l l y  a n d  t h e  c o n t r o l  i s  
o p t i m u m .  I f  a n y  c h a n g e  i n  p a r a m e t e r  o c c u r s ,  t h e  o p t i m u m  
t r a j e c t o r i e s  a r e  m o d i f i e d  a u t o m a t i c a l l y  a s  t h e  c o n t r o l l e r  
h a s  a new r e f e r e n c e  g e n e r a t e d  by m o n i t o r i n g  t h e  s y s t e m  e r r o r .  
T h i s  f i r s t  new r e s p o n s e  e x h i b i t s  an o v e r s h o o t  b u t  t h e  f o l l o w i n g  
r e s p o n s e  i s  mo r e  n e a r  o p t i m u m .  Th u s  a q u a s i - a d a p t i v e  
o p t i m a l  o f  t h e  s y s t e m  i s  r e a l i z e d .  The  t e c h n i q u e  o f  s e l f  
s t o r i n g  o p t i m u m  t r a j e c t o r i e s  i s  a s i m p l e  d i r e c t  m e t h o d  and  
r e q u i r e s  no t e d i o u s  m a t h e m a t i c a l  m a n i p u l a t i o n s .  M o r e o v e r ,
The  m e t h o d  h a s  b e e n  s hown by s i m u l a t i o n  t o  be  e a s i l y  i m p l e -  
m e n t a b l e  on a d i g i t a l  c o m p u t e r  by u s i n g  a s u i t a b l e  a p p r o x i m a ­
t i o n  a n d  a s m a l l  t a r g e t  v o l u m e .  I n  a p r a c t i c a l  s i t u a t i o n  
t h e  s i z e  o f  t h i s  t a r g e t  v o l u m e  w i l l  d e p e n d  on t h e  m o s t  c r i t i c a l  
p e r f o r m a n c e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s y s t e m .
F u r t h e r  wo r k  i n  t h i s  a r e a  w i l l  be  r e s t r i c t e d  u n t i l  s ome 
s u i t a b l e  m e t h o d s  o f  d y n a m i c  p a r a m e t e r  e s t i m a t i o n  c a n  be  d e ­
v e l o p e d  w h i c h , . c o u p l e d  w i t h  t h e  s t r a t e g y  d e v e l o p e d  i n  t h i s  wor k  
w i l l  l e a d  t o  an a d a p t i v e  o p t i m a l  p e r f o r m a n c e .
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